
Redaktion Dr. H. K. Sdruff

unter  Mi twi rkung von

Dr.  Heinz Chr is ten,  Hamburg

Dr. F. R. Giintsch, Konstanz

Prof .  Dr .  W.  Haack,  Ber l in

Prof .  Dr .  H.  Herrmann,  Braunsc*rweig

N .  D .  H i l l ,  Hayes /Eng land

Dr.  Franz J .  P.  Le i tz ,  Ludwigshafen/Rh.

Dr .  E.  L iebel ,  Redenfe ldenlObb.

Prof. Dr. A. van Wijngaarden,
Amsterdam

Fachberichte iiber
programmgesteuerte Maschinen und ihre Anwendung

Heft 511962

Die Lcisung partieller Differentialgleichungen und ihre
Darstellungsmdglichkeiten auf dem elektronischen Analogrechner

Mit 33 Bildern W .  A m e l i n g ,  A a c h e n

Zusammenfassuog: Nach einer kutze! IJbelsicht iiber den elekEonischeD Analogrechne! und die angewandte program-
mielung werdeo die verschiedeqen Lijsulgsveifahren uDd Methodel zuJ Ldsung partieller lifferenttalgleichungen mit dem
elektronischel Analogrechnet behardelt. Neben den algegebeDen Fehleratrchltzunggmethoden werden versJhiede[e Darsteltungs -
miigrichkeitel de! Losungsfuoktionen berechret und ehige bisher utrbekannte Mdgrichleire' angegebeD.

summaryt After a short summary about the electonic analog computer and the necexary programming the diffelent solution
Procedures 3ad me6ode of solutioo for Partial diffetential equations oD tbe electronic arralog coulputer ;e treated. Besider the
given methods fq euo! eJtimation different pGslbilities for interyretitrg the solutioDs are consideied ,rod some Dreviouslv
unknowl polllbilities are mentioned.

] . .  E I $ I L E I T U N G

Wihrend gewohnliche Differentialgleichungen nru eine ein-
zige unabhlingige veriinderliche enthalten, sind in partiellen
Differentiaigtreichungen mehrere, rnindestens zwei unabhSn-
gige verancerliche vorhanden. partielle Differentialgleichun-
gen kommen rleshalb bei all den physikalischen problemen

vor, bei denen die berachrete GrcifJe nicht nur von der Zeit,
sondern auch noch vom jeweiligen Ort abhlingt. Bei derarti-
gen Aufgaben, wie Wlrmeleitung, potentialbeuachtung

e lektrom agnetis cher Fe lder, S chw ingungsprob lem en von
Saite, Balken oder Membrane, treten z.B. neben der Zeit-
grciBe t die Raumkoordinaten x, y, z (in kartesischen Koordi-
naten) oder r, f,t\in Kugelkoordinaten) als unabhlngige
Verlnderliche auf. somit mu8 im allgemeinen mit vier unab-
hingigen Verlnderlichen gerechnet werden; es sei denn, daB
gewisse zuliissige Vereinfachungen eine Reduzierung der
Anzahl der unabhSngigen Ver6nderlichen gestarten. Eihe par-
tielle Differentialgleichung kann Ableitung nach allen vor -

handenen unabhlingigen Verlnderlichen enthalten. Soll die
Ldsurgsfunktion U eine Funktion von x, y, z und t sein, so
'rersteht man unter der partiellen Ableitung nach irgendeiner
der Verlnderlictren den Grenzwert des entsprechenden Diffe-
renzenquotienten, z.B. z

l im

d r = 0
U ( x ,  v ,  z ,  t * A t )  -  U ( x ,  v ,  z ,  t )

A t

Bei der Ablelrung nach t sind also x, y, z als korutant zu
betrachten.

Da bei eleknonischen Analogrechnern nur die Zeit als unab-
hlngige Verlnderliche auftritr, Iassen sich auf dem elektro-
nischen Analogrechner grundslitzlich nur probleme mit einer
unabhiingigen Verinderlichen losen. Um den bisherigen Aus-
fuhrungen elekuonischer Analogrechner gerecht zu werden,
mu8 man also nach Verfahren suchen, die es gestatten, eine
partielle Differentialgleichung auf eine Anzahl gewdhnlicher
Differentialg teichungen zurilckzuf[hren.

Den Ingenieur interessieren von den rein theoretischen Lcisungs-
m clg lichkeiten linear er partieller Differen tialg le ichungen vor
allem die Anwendung der Laplace-Traruformation, der
d'Alembert'sche Ansatz und cie Trennung der veriinderlichen
(Eigenwertproblem). Die Laplace-Trarsformation ist vor allem
dann mit Vorteil anzuwenden, wenn die Ldsungsfunktion der
linearen partiellen Differentialgleichungen nru von zwei Ver-
dnderlichen abhlngt. Bei den Aufgaben des Ingenieurwesens
ist stets eine spezielle Lcisung, d.h. eine Lcisung in einem
bestimmten Gebiet, dem Grundgebiet gesucht. Ftir probleme

rnit mehr als zwei Verdnderlichen wird das Gebiet entspre-
chend mehrdimensional. Zur Ermittlung einer eindeutigen
LOsungsfunktion einer p artiellen D ifferenti alg reichung mtissen
au8er der Angabe des Grundgebietes noch die auf der Beran-
dung des Grundgebieres zu erfilllenden Bedingungen angege-
ben werden. Vielfach wird eine Unterscheidung in Anfangs-
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und Randbedingungen vorgenommen. Im folgenden wollen
wir unter Anfangsbedingungen oder Anfangswerten stets die
Werte verstehen, die von allen in der Lcisungsfunktion
aufuetenden Raumkoordinaten innerhalb ihrer Variations-
grenzen und der Zeitkoordinate fur t = 0 abhlingen. Randwerte
sind solche werte, die von al len vorhandenen Raumkoordina-
ten der Variationsgrenzen und der Zeitkoordinate fUr t > 0
abhAngen. Im Grunde genommen sind Anfangswerte auch
Randwerte. Ihre gesonderte Bezeichnung nimmr ledigl ich
ee2ug auf die besondere Bedeutung der Verdnderlichen t bei
technischen Problemen.

Da bei eleknonischen Anaiogrechnern stets nur die Zeit als
unabhingige Verlnderliche auftritt, konnte man annehmen,
da8 der elektronische Analogrechner zu Losung partieller
Differentialgleichungen nicht geeignet ist. Tarechlich kommt
jedoch der Losung partieller Differentialgleichungen mit dem
elekuonischen Analogrechner eine immer steigende Bedeutung
zu. In der vorliegenden Arbeit werden die fUr den elektroni-
schen Analogrechner in Frage kommenden Methoden der Tren-
nung der VerSnderlichen und die Umformung partieller Diffe-
rentialgleichungen mittels Differenzenquotienten in ein
System gewdhnlicher Differentialgleichungen betrachtet. Den
verschiedenen Ldsungsverfahren wird kurz die angewandte
Programmierung vorangestellt. Der letzte Abschnitt bringt
einige bisher unbekannte Darstellungsm69tichkeiten der Lcj -

s ungen p artieller D ifferentialgleichungen.

2 .  D I E  P R O G R A M M I E R U N G  D E S  E L E K T R O N I  -

S C H E N  A N A L O G R E C H N E R S

Die Analyse eines vorgegebenen physikalischen problems

gliedert sich in folgende Arbeitspunkte:

1. Aufstellen des Gleichungssystems,

2. Umformung der mathematischen Gleichungen durch Ein-
fUhren von MaBstabsfaktoren ftir Zeit und Amplitude in
M aschinengleichungen,

3. Herstellung der Rechenschaltung unter Verwendung der
verschiedenen Symbole entsprechend den durchzufUhren-
den Rechenoperationen,

4. Bestimmung der Schaltelemente und der GroBe der zuzu-
fijhrenden Sp annungen.

Die Grundeiemente des eiektronischen Analogrechners sind
Integrierer, Summierer, potentiometer, Multiplizierer und
Funktionsgeneratoren. im Bild 2.1 sind die Bezeichnungen
der verschiedenen Recheneinheiten, ihre Symbole, die ent-
sprechenden schaltungen und die mathematischen Formulie-
rungen angegeben. Da die Maschinenzeit stets die unabhln-
gige Verdnderliche des Problems ist, soll fiir die zeituansfor-
mation gelten:

bzw.

stabsfaktor. Die Notwendigkeit der wahl eines Amplituden-
ma8stabes ergibt sich aus der Tatsache, dafJ den abhiingigen
Verlnderlichen des physikalischen oder mathematischen
Problems beim elekuonischen Analogrechner Spannungen
gegen Erde zugeordnet werden. Maximal zuliissige Spannungs-
werre sind im al lgemeinen * 100 V (Sonderfel le + 200 V)
bei mit Elektroneruohren bestuckten Rechenverstirkern und
z.Z. * 10 V bei mit Transistoren bestt ickten Rechenver-
sterkern. Zur Vermeidung von Verwechslungen zwischen
zugeordneten Gro[Jen des problems und der Rechenmaschine
werden wir gleiche Bezeichnungen beibehalten und den Ma-
schinengro8en nur ein zusatzzeichen geben. Dieses zusatz-
zeichen moge ein Querstrich Uber dem Symbol sein. Den
Proportionalitiitsfaktor wollen wir mit kleinen griechischen
Buchstaben bezeichnen. Es sol l  qelten:

i =  e, 0

oder allgemein

(n)
Y ' =  q ,  v, n

Die Bestimmung des proportionalitlitsfaktors erfolgt ent-
sprechend

lJr I -,-
n 

ly(n) | ,',"*

Flir die Integration gi lr  al lgemein:

X
, n  ;  . n + 1a y  l o  v

I 4

a x n  
-  

{  n * 1
U O X

, nq y
d x + - f

dx " (x= 0)

Mit den angegebenen Transformarionen

d
( n ) n 1

V' o L m -

n f l  I '

r_
/  (nr 1) (n)

J  Y '  d T + y ' q z = 0 1

Da sich laut Bild 2.1 fiir die Ausgangsspannung des Integrators
die folgende Abhingigkeit von der Eingangsspannung ergibt:

e . d r  * E

T
I r

Q  = - -  I
O  R C J

n

N,n
1 .

erhalten wir - y(n) ,t Ausgangsspannung, falls die Eingangs-
(nTT'

sPannung y' '  rsr

1- =
RC

T  = f f i r . t

t  = m T . x

Hierin bedeuten: ? die Maschinenzeit, t oder x die unabhdn-
gigen Veriinderlichen eines problems und m7 der Zeitma}-

L  =  - L  .
mr

l-nl
V =' (T= 0)

d-
n i l

, no v-  e^  - - *
r !  d x t r

2 .
(x= 0)
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Symbol Schal tung I\lathematis ch e Formulierun g
Beze i chnung

Hochverstiirkender
G le i c hspannun gsverstiirker

Potentiometer

,;->?, € 0 = - V ' " , mit V >> I04

e o = K ' e i m i t  0 < K < l

Koeff iz ie ntenverstdrker
e o = - k e i

R .
mit  o <.k =+

Vorzeichenumkehrer rh, € o = - 1 ' " 1

Summierer M ei

" 0 - ,t'k u  
" u

m i t  0 < k r r = 5
R v

Einfacher Integrator

€ o =- k j
0

) =

e .  d r + E
I

E  m i t  0 < k _ 1
R C

e o  ( t = 0

Veral lgeme inerter

Integrator W I
R u c

e o

e o

k r " u d r - + E

m i t  0 < k v =

f n= -J ,E,
( r = 0 ) = E

lllultipliz ierer

Funktionsgenerator

d" h,
&
B

Versch.  Mt ig l ichk. :

rein elektronisch

elektrome chanisch

z . B . :
Rela isschal ter ,

D iodenschal tung,
x-y-Scbreiber mit
Abtastvorrichtung

Ldsung von
Di f f  . -Gle ich.

oder  s .  o .

e o ( r ) = - M

mi t  z .  B .  M

.  
" r ,  

( r )  .  e r ,  ( t )

=  l 0 - 2  v -  I

eo  =  f  ( e r )

e o = f ( r )

Schreibendes Me ffueriit e o = f ( r )

Bild 2. 1. Symbole der Recheneinheiten
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Durch eine aus n-Integratoren bestehende Integrationskette
kommt man somit von y(n) nach y. Aus diesen erhaltenen
Grcjfjen baut man nun rtickwarts wieder entsprechend der Ma-
schinengleichung y(n) auf und hat damir die Maschinen-
gleichung erfUllt.

3 .  D I E  M E T H O D E  D E R  T R E N N U N G  D E R
V E R A N D E R L I C H E N

Die Anwendung der Ldsungsmettrode der Trennung der Verdn-
derlichen ist fiir lineare Sysreme wegen der Gtiltigkeit des
Superpositionsprinzips zulZissig. Mit dieser Methode formen
wir eine partielle Differentialgleichung in ein System gewohn-
licher Differentialgleichungen un. Man geht davon aus, da8
die Losung der part iel len Differentialgleichung von z.B. zwei
unabhiingigen Ver6nderlichen x und t als eine Kombination
zweier Funktionen f1(x) und f2(t) dargestellt werden kann.
f1(x) soll nur von x und f2(t) soll nur von t abhiingen. Mit
diesem Ansatz geht man in die ursprUngliche partielle Diffe-
rentialgleichung. In vielen F5llen ist es nunmeh-r moglich,
einen Ausdruck f[r f1(x) und deren Ableitungen von einem
Ausdruck fiir f2(t) und deren Ableitungen zu rrennen. Die
einzige Moglichkeit fUr die gleichzeitige Exisrenz dieser Aus-
drticke in einer Gleichung fUr beliebige x und r-Werte ist
die, daB beide gleich einer Konstanten sind. So kommen wir
zu zwei gewcihnlichen Differentialgleichungen fi.ir x und t.
Die Konstante bezeichnen wir mit ,l . Die verschiedenen
Losungsfunktionen mUssen die Randbedingungen erftillen. Dies
ist jedoch nur fijr besrimmte Werte von l. der Fall. Die so
ermittelten Werte ,1,n werden die Eigenwerte des problems

genannt. Die zugehorigen Ldsungsfunkrionen sind die Eigen-
funktionen. Die voltstlindige Losung des problems ergibt sich
aus der Surnme aller Eigenfunktionen. Ats Beispiel sei die
eind imensionale Wdrmeleitungs aufg abe

betra"chtet. Ein isolierter Stab der Llinge I = 6 m und der

Anfangstemperatur U'(x) = 100 oC mit der Materialkonstan-
r s

ten c = 10-r -- i t  sei gegeben. Die Temperatuvertei lung
m a

u(x, t) des Stabes ais Funktion der Zeit t und des Ortes x ist

gesucht, wenn denEnden des Stabes zw Zeit t= 0 eine Tem-
peratur von 0 oC aufgezwungen wird,

Wir versuchen mit dem Produktansatz

Soll die gesuchte Ldsung in der gesamten x-t-Ebene gelten,
so mtissen beide seiten gleich einer Korutanten sein. Bezeich
nen wir diese mit -.tr., so gelten die folgenden gewdhnlichen
D ifferentialgleichungen :

z
d f ( x )

1 . ,---tt-- + Lf (x) = 0
-  a  t "

d X I

df.(r) ,,

d t c 2 "

fr(x) = An sin 
W "

A,n

f r { r ) = n n  
" - T '

& q ' r-lor lct

1"n- - =  t

on Bn '  [ s in  (  TLn.  x ) ]  e  (3 .8 )

(3 .  4)

/ Q  q \

Die Methode der Trennung der Verdnderlichen f[hrt im allge-
meinen auf Shnliche Ausdrlicke. Das Wesentliche an diesen
Gleichungen ist der Parameter L. Die verschiedenen Werte X,,
die diese Gleichungen und die vorgegebenen Randbedingungen
des Problems erfUl len, sind die Eigenwerte des problems. Die
Losungsfunktionen f1(x) und f2(t) mit den parametern ln
sind die Eigenfunktionen des problems. Man erhl l t  z.B. Lo-
sungen folgender Form:

Da unendlich viele Eigenwerte des problems aufueten konnen,
ergibt sich die Losung al lgemein zu:

(3 .  6 )

( 3 .  7 )

u(x, t)  = T
n = 10 2 u  ? u

d * ' =  "  d '

u = fr(x) f2(0

die Trennung der VerAnderlichen zu erhalten.

Theoretisch kommen zwar unendlich viele Eigenwerte in
Betacht, es genUgt jedoch vielfach bei technischen prob-

lemen die Beriicksichtigung von einigen der niedrigsten Eigen-
werte, um zu brauchbaren Ergebnissen zu kommen. Durch
Differentiat ion von Gl. 3.8 leBr sich zeigen, daB die Losung
die Di fferenri algleichung erfi.i llt

Auch bei partiellen Differentialgleichungen mit mehr als zwei
unabhlingigen Verrnderiichen kann die Methode der Trennunq
der VerAnderlichen angewendet werden.

Gl. 3.1 l iefert uns somit die beiden gewohnlichen Differen-
t ialgleichungen 3.4 und 3. b, die mir dem elektronischen
Analogrechner zu losen sind.

Nach Durchfiihrung der zeit- und Amplirudenrransformation
erhalten wir gem?iB den in Abschnitt 2 geuoffenen Verein-
barungen:

p-, t4f  Tu= o

Geht man mit diesem Ansatz in die partielle Differential-
gleichung, so ergibt sich:

(3 .  1)

( 3 . 2 )f 
2G)

oder

1

fl(x)

df.(t)
= c fr(x) 

"

df2(r)

d t

2
d f- (x)

I' - : T
ox

z
d f-(x)

I' - T
dx

1= " t(,) (3 .  3)

oder

Tzt

f f i )=
I

(3 .  e )



-ffiv1.=ot TNr  ' ( r =o )

t  ,  o l t t  |  |  d o l

kr4T, = . ,  
' * t  t tz= 

@z= ^,  ; ;

ol zr
^ a t - -

3.1 ist die zugehorige Rechenschaltung gezeigtz

B i l d  3 . 1

Von den Randbedingungen u(0, t)  und u(1, t)  der Part iel len

Differentialgleichung geht bei der Losung mit dem elektro-

nischen Analogrechner fUr x = const. = 0 u(0,0) als Anfangs-

bedingung und u(L,0) als Randbedingung in die Differential-

gleichung 3.4 ein. Die Watrl  der zweiten Anfangsbedingung

u ' (0 ,0)  is t  be i ieb ig .  S ie  muB nur  ungle ich 0  se in ;  ih re  GrdBe

hat keinen Einf luB auf die Bestimmung des Eigenwertes. Ge-

sucht sind nunmehr die Werte A'n, dLe auch die zweite Rand-

bedingung erftillen. Die Einstellung des Potentiometers 1

wird solange geAndert,  bis auch die zweite Randbedingung

erful l t  ist.  Aus den verschiedenen tf i-Werten lassen sich bei

vorgegebenen fi,61 und & 21 die Werte 2,n ermitteln. Es

ergeben sich in diesem Fall alle ganzzahligen Vielfachen des

ersten X.-Wertes. Der Analogrechner liefert gleichzeitig noch

die Eigenfunktionen. Durch Versuch und Fehlerbetrachtung

mul3 nunmefu diejenige Linearkombination der Eigenfunktio-

nen gesucht werden, die die Funktion u(x,0) am besten an-

nlihert. Wegen des symmetrischen Aufbaues der Funktion

u(x ,0)  (symmeuisch zu 2)  t  ommen in  d iesem Fal l  nur  d ie

'T
symmetrisch zu 2= I iegenden Sinusfunktionen in Frage, aiso

3  L  t t  5  L  1 ;  1  A '  1  . . .  ;  d i e  Bes t immung  de r  Amp l i t uden

der Eigenfunktionen ist relat iv umst6ndlich, da f i i r  n-Werte

,T;:"::t"haltungen 

entsprechend Bild 3. L aufgebaut werden

Mit den ermittelten ln-Werten hat nunmehr die Ldsung der

Gleichung 3.5 auf dem elektronischen Analogrechner zu er-

folgen. Nach DurchfUhrung einer Zeit- und Amplitudentrans-

formation erhalten wir :
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heiten ab, Durch Hinzunahme weiterer Einheiten kann die

Genauigkeit beliebig erhoht werden. Praktisch beschrainkt die

Ungenauigkeit der Recheneinheiten die erzielbare Genauigkeit.

i  t t t, Z t  , r ( r = o )

Bi ld  3 .  2

Da wir sowohl die x-Abhdngigkeit als auch die t-Abhingig-

keit auf dem gleichen elekuonischen Analogrechner darstel-

len, konnen wir stets nur die x-Abhlngigkeit fi.ir konstantes t

oder die t-AbhAngigkeit fiir konstantes x zur Darstellung

bringen. Man geht praktisch so vor, daB man die Rechenl<rei-

se I so lange rechnen HBt bis der gewi. inschte x-Wert erreicht

ist und f ixiert druch den Schalter A diesen Zustand iF); (eitA 3. 3) .

Anschl ie8end wird der schalter B geschlossen und die Mult i-

plikation durchgefi.ihrt. Am Ausgang des Summierers erscheint

dann eine der Losungsfunktion u proPortionale Spannung ftir

x = const. als Funktion der Zeit. LaBt man zuerst den Rechen-

kreis II arbeiten und hlilt den RechenprozeB bei einem be-

stimmten Zeitwert an, so erhlilt man nach der BetAtigung von

Schalter A am Ausgang des Summierers eine zu u ProPortiona-

le Spannung fUr t = const. als Funktion von x.

Fiir viele Aufgaben ist es von Vorteil, die Eigenwerte und

Eigenfunktionen mittels Fourier-Analyse zu bestimmen. Die

Bestimmung der Ampli tuden und Frequenzen der verschiede-

nen Sinusschwingungen rein rechnerisch oder mechanisch mit

dem Harmonischen Analysator oder elektr isch mit dem elek-

tronischen Analogrechner unter Verwendung eines allgemeinen

Funktionsgenerators ist weniger ums6ndlich und fUhrt zu

genaueren Ergebnissen als die Ermittlung der Amplituden durch

Versuch und Fehlerbetrachtung. Der Losungsgang der Aufgabe

wdre zweckmeBig folgender :

1. Fourierdarstel lung der Funktion u(x,0).

2. Aufbau der Rechenkreise In und IIn fiir die erhaltenen

Eigenwerte entsprechend Bild 3.3.

3. Abschiitzung des Fehlers bei Verwendung von n-Rechen-

kreisen.

4. Losung der partiellen Differentiaigleichung fUr t = const.

x beliebig oder x= const. und t beliebig.

Dieser Losungsgang hat noch folgenden Vorteil: Anstelle der

Rechenschaltungen In kann die in Bild 3.4 angegebene Re-

chenschaltung mit nur einem VerstArker zur Etzeugung einer

Sinusschwingung vorgegebener Amplitude, Frequenz und

Phase verwendet werden. Hierdurch werden bei n-Rechen-

kreisen insgesamt zwei,n VerstArker eingespart. Bei vor-

gegebener und beschr6nkter VerstArkerzatrl lli8t sich hier -

durch die Anzahl der verwendbaren Rechenlireise fiir die

darzustellenden Eigenfunktionen verdoppeln. Fiir die Schal-

rung entsprechend Bild 3.4 ergibt sich bei Anschalten einer

Gle ichspannung e i -  -U zwZei tT= 0 unterderBedingung

i(' = 0 und bei verwendung eines Gleichspannungsverstarkers

rffit set, hohem Verstiirkungsfaktor V (V >> 1941 folgender

Ausdruck fur die Ausgangsspannung eg als Funktion der zeit

1 - - L n 1 -
T * 5 C I  =  - ;  

6 , o 2 t z 3 )

oder ( 3 .  1 0 )

h n  6 t z

f  
, t t ) '  

=  - ;  
%,  

f  
2$)

( & n und r O, sind AmplitudenmaBstabsfaktoren).

Ftir Gl. 3.10 ist im Bild 3.2 die Rechenschaltung aufgebaut.

Als Ldsungsfunktion erhalten wir exponentiell abnehmende

Funktionen, wobei die Abnahme mit vom jeweiligen X' -Wert

abhAngt. Baut man fUr jeden X,n-wert eine Schaltung 
"Xr-

sprechend Bild 3 ,2 auf , so sind wir in der Lage, die Ldsung

auf dem Analogrechner fur jedes beliebige x als Funktion der

Zeit t darzustellen. Die Genauigkeit hAngt nur von der An-

zahl der beriickichtigten L -Werte, d.h. der GUte der Funk-

t ionsann6herung u(x,0) und der Genauigkeit der Rechenein-
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I

I
I
I
J
'l

L

I

I
t_

II n-t

In

IIn

h
t l

t f[uc,,
= ?

Bi ld  3 .  3fAr),

eo = [U + uc1(0) + 2(uc2(0) + uc4(0) )] , in 
;] 

t

+ ruca(o) + uc4(o) l  
"or ; | ,

aufgaben aufzubauen und die Einzelldsungen zu Uberlagern.
Eine Aufgabe mit beliebigen Anfangsbedingungen und unrer-
schiedlichen aber konsranten Randbedingungen fUhren wir auf
die folgenden Teilaufgaben zurUck :

a) Reines Anfangswertproblem ; Randwerre Null .

b) Reines Randwerrproblem; Anfangsbedingung und zweiter
Randwer t  Nul l .

c) Reines Randwertproblem; Anfangsbedingung und ersrer
Randwert Null .

Unter der Annahme, daB r,osungswerte erst ab Erreichen
gewisser t-werte interessant sind, ist es wunschenswert, eine
Fehlerabschatzung bei Berticlaichtigung einer endlichen An-
zahl von Grundrecheneinheiten durchzufuhren. Bei Verwen-
dung von Quotientenkriterien ist in vielen Fiillen eine Ab-
schlitzung der Teilsummen und der Fehler moglich. Der
Zusammenhang zwischen Anzatrl der Recheneinheiten und
Genauigkeit filhrt im allgemeinen auf rranszendente Glei-
chungen, deren Auswertung zweckmii8ig in Tabellen oder
graphisch erfolgt.

Die Methode der Trennung der ver5nderlichen hat den gro8en
Vortei l ,  da8 man die Losungsfunktionen z.B. f i . i r  jeden bel ie-
bigen x-y-wert darsrel len kann. Dies ist bei der im nl ichsten
Abschnitt angegebenen Methode der Umformung partieller
Differentialgleichungen mittels Differenzenquotienten in ein
System gewdhnlicher Differentialgleichungen nicht moglich.
AuBerdem gestattet die Kombination der exakten Eigenwert-
und Eigenfunktionsbestimmung mittels Fourieranalyse und der
anschlie8ende Aufbau der entsprechenden Rechenkreise, Feh-
lerabschitzungen durchzufUhren und die Bestimmung der
erforderlichen Anzahl von Rechenkeisen bei einer vorgegebe-
nen oder gewUnschten Genauigkeit.

4 ,  D I E  U M F O R M U N G  P A R T I E L L E R  D I F F E R E N -
T I A L G L E I C H U N G E N  M I T T E L S  D I F F E R E N  Z E N  -

Q U O T I E N T E N

Die Umformung partieller Differentialgleichungen mitteis
Differenzenquotienten in ein sysrem gewohnlicher Differen-
tialgleichungen ist die bei Analogrechnern fast ausschlieBlich
angewandte Methode. Wlhrend man bei der Lcisung parrieller
Differentialgleichungen in der numerischen Mathemarik jeden

Uclo I Uczlo)

uci lo ) noo/

, ,--g g/.

t=0

Bi ld  3 .  4 Cz=?c

( 3 . 1 1 )

Mit dieser Schaltung sind wir arso in der Lage, sinusfunk-
tionen oder cosinusfunktionen bestimmter Frequenz und
Amplitude zu erzeugen. Die Frequenz crr ist bestimmt durch
die  Wahl  von R und C.

Es g i l t ;

(3/72)

Die Amplitude der Sinus- und cosinusfunktion konnen wir
durch die GroBe der Gleichspannungen U , U.1(0) :  Ucr(0) ;
U.S(0) und U"n(0) bestimmen.

Es ist zweckmr8ig fiir die Amplitude der sinusschwingung nur
mit u und fur die der cosinusschwingung nur mit u4(0) zu
arbeiten. Alle anderen Spannungsquellen m6gen nicht vor_
handen sein- Hierdurch benotigt man erstens nur zwei span-
nungsquellen und zum anderen erhrlt man einfache Einsteil-
mdglichkeiten fur die Erzeugung beliebiger Amplituden und
Phasen.

Durch die Anwendung des uberlagerungssatzes haben wir die
Mciglichkeit, eine komplizierte Aufgabe aus einfachen Teil-

1u = _
RC

C<=C |  |  f r= f



[orkommenden Differenzenquotienten ersetzt, 15Bt man bei

der LCsung mit dem elektronischen Analogrechner stets noch

Ableitungen nach einer unabhiingigen Verdnderl ichen bestehen.

Aus diesem Grunde sind die Abschl i tzmethoden der numerischen

\iathematik nicht zu verwenden. Im weiteren werden vorzugs-

r,.eise nur part iel le Differentialgleichungen mit zwei unab-

hl ingigen Veranderi ichen betrachtet. Bezeichnen wir diese

mir x und y, so werden wir spl i ter derjenigen Veri inderl ichen

die \ iaschinenzeit t .  zuordnen, die wir nicht durch Differen-

zenq uotienten ersetzen.

Beim Differenzenverfahren teilt man ein vorgegebenes Inter-

val l  (a,b), in welchem die Losung gesucht wird, in n Squi-

distante Abschnitte A x ein. A x wird die Maschenweite

oder Schrit tweite genannt und auch mit h bezeichnet.

Beim Differenzenverfahren werden jetzt Bestimmungsglei -

chungen ft ir  die Niherungswerte Y. an der Stel le x. = a*i A x

aufgestel l t .

Hierzu werden in den Differentialgleichungen fUr disluete yt

die Differentialquotienten durch einfache oder verbesserte

D tf f er enzenquotienten ers etzt.

y ( * o +  a x 1  = y ( x o ) - + d x + T P  a * 2 *

y(n)(*n )
*  

-  
( / x ) (4 .3)

Durch Auflosen nach y (xO ) ergibt sich:

o, . [ * . IA x . . .

an der Stelle x = x^
Der Differentialquotient ist der Grenzwert des Differenzen- u

quotienten. FUr den 1. und 2. Differentialquotienten'gi l tz.B. renzenguotienten

u ( n )  I
. + ra * tn - t J  e .4 )

Ersetzt man also den Differentialquoti"nt"n 
l{. 

= Y0
1 x =  x g )

durch den sogenannten einfachen Diffe-
y (x '  +  Ax11 y (xg)
- ,  s o m a c h e n w i r

9 I =  i i *  Y ( x + A x ) - v ( x )
d x  a " + o  a x

(4 . r )

( 4 . 2 )& -  =  l i m  Y ( x +  2 A , x )  -  2 Y ( x + [ x )  + Y ( x )

dx ,  Ax=o @

Die Tei lung der x-Achse in iquidistante Abschnitte ist nicht

erforderlich, im ailgemeinen aber zweckmA8ig. Andert sich

die Abschnittsweite von Punkt zu Punkt, so mu8 der Wahl des

Differenzenquotienten besondere Aufmerlaamkeit geschenkt

rverden. Bei der Darstellung des Differentialquotienten in

cI.4.L und 4.2 wurde der Differentialquotient an der Stel le

x durch Funktionswerte an der Stel ie x, x * Ax u. xt 2 A x

ausgedrtickt. Derartige Differenzenquotienten bezeichnet man

riblicherweise als vorwirtsgenommene oder vordere Differen-

zenquotienten. WUrde man z.B. die Stel len x * A x;

A x
x I l- und x - A x zur Bildung des Differenzenquotienten

heranziehen, so erh5lt man den zentralen Differenzenquotien-

ten. Der Dif.fercnzenquotient, der sich bei Verwendung der

Stel len x. x - 4 x und x - 2 A x ergibt,  wird entsprechend

mit riickwirtsgenommener oder rUckwArtiger Differenzen-

quotient bezeichnet.

Fur hirueichend kleines y' x wird die Annatrme als berechtigt

angesehen, daB die mittels Differenzenquotienten ermittelte

Losung eine brauchbare N5herung der partiellen Differential-

gleichung darstellt. Eine Verkleinerung der Intervallbreite

bedeutet beim Digitalrechner nur eine VergroBerung der

Rechenzeit. Beim elekuonischen Analogrechner bedeutet

jedoch z.B. eine Verdopplung der Anzahl der Abschnitte auch

eine Verdopplung der Anzahl der Recheneinheiten. Aus die-

sem Grunde kommt den verbesserten Differenzenquotienten

eine erhdhte Bedeutung zu.
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Bei der Herleitung der einfachen und verbesserten Differenzen-

quotienten gehen wir aus von der Entwicklung einer Funktion

y(xO + A x) in eine Taylorreihe um den Punkt xo . Es gi l t :

einen Fehler entsprechend der GrdBe der Summe sdmtlicher

vernachlAssigter Glieder aus Gl. 4.4. Det Fehler wird mit

kleiner werdendem A x kleiner, aber die Konvergenz ist

schlecht. Die Konvergenz wUrde wesentlich besser, wenn auch

noch die zweite oder dritte Ableitung Y[ bzw. Y[ in Gl. 4.4'

durch Differenzenquotienten ersetzt wiirden. Dieser Weg wird

bei der Herleitung verbesserter Ausdrticke ftir den Differenzen-

quotienten, s ogenannte verbess erte D iffereizenquotienten,

beschritten.

Ausgehend von der Taylorentwicklung einer Funktion

Yi = Y(xo + i  A x) um den Punkt xo:

y n

v  = v ( x  + i A x ) = v  +  f  
( i A x )  

, r ( n )
t  i  r \ " 0  ,  ( x =  x o  )  ? =  t ; -  

Y  
1 x =  x o  )  

( 4 ' 5 )

bilden wir eine Linearkombination der verschiedenen Yi mit

geeigneten Koeffizienten a. . Die Nliherung wird umso besser,

je mehr Punkte zu Darstellung des Dif.f.erenzenquotienten her-

ar;rgezogen werden. Die Koeffizienten a. werden nunmehr so

bestimmt, daB moglichst viele der dem L,lcn einen Differen-

zenquotien ten a) ersetzenden D ifferentialquotienten folgenden

hijheren Ableitungen der Taylorentwicklung keinen Beitrag

zum Differenzenquotienten ergeben.

Tabelle 1 gibt eine Zusammenstellung der am h?iufigsten

gebrauchten Differenzenquotienten. Gleichzeitig ist der Aus-

druck des nlchsten nicht verschwindenden Gliedes der Taylor-

entwicklung mit angegeben. Umfangreichere Tabellen

siehe [5] .

FUr jeden der Differenzenausdrticke entsprechend Tabelle 1

l?i8t sich ohne groBen Aufwand die zugeordnete Rechen-

schaltung angeben.
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Ableitung

vt' 0

v t t' 0

v t t t' 0

IV
v

U

Differenzenausdruck

Ausdruck des nllchsten

nichtverschwindenden

Gliedes der Taylor-
Entwicklung

1

A ,  
( 1 ,  - l o )

1

, A _  
( l r  - l - r )

1

L ,  A _  
( y r *  t y ,  8 r _ ,  +  r -  r )

1

604  -  $ r '  ov r+  45Y1 -  a5Y -1  +  9Y _z  
-  Y  _s )

1

%_ 
( -  3yo  +  4yL  -  yz )

1

64 -  
( -  11 Io  *  t a l l  -  9Y2+  zy r )

1

6 4 -  
( 2 y - 1 - 3 y o * 6 y 1 - y z )

1

1rA" 
( -  3Y-r  -  to lo  *  ,a I1 -  6Yz* Yr)

A x
v t t

2  ' 0

_ (d* )2  1 . , , , ,
6  l / o

(4 x)a (5)
30 Yo

_ (A *)6 
v 

(?)
L N  ' O

( A x ) z  
v , , ,

3  ' , o

(Ax)3 (4)- 4 Y o

* (a*)syo(n)

(aga (s)
,o Yo

?Zf f  $ t -2vo*Y- r )

1

Tr6  
( -  Y_  z *  

L6Yt  -  teYo  1  16 I  _ t  
-  y  _z )

1

AoP 
('Y 

o tY, 4Y, - Y r)

1

W(11Y-  r  
-  2oYo *  6Yr  +  ayz  -  y r )

(Axyz (4)- 
n Yo

# (a *)nyo(6)

# (aqz y oG)

*drot"

1

z rZlF 
( Y, - zY,

1

EA -)E 
(- Y, + 8Y,

+ 2 v  - v  )' - 7  r  - 2 '

-  t 3 I 1  *  1 3 y _ 1 -  8 y _  
, *  

y  _ r )

l@*t 'v  oF)

*ro*,nro(t)

1
(8 $r '  +Yr* 6Yo -  4Y -r*  Y -r)

1

o
(a g2 y 

o(Q

Tabelle 1

Da auf das nach dem EinfUhren des Differenzenquotienten sich

ergebende Differentialgleichungssystem im allgemeinen eine

Zeit- und Amplitudentransformation angewendet werden muB,
sind zur Dimersionierung der Schaltelemente stets die MaB-

stabsfaktoren erfqderlich. Die Differenzenausdrtlcke nach

Tabelle 1 werden normalerweise nicht erst ineinemSummie-

;ffi

rer gebildet und erst dann einem Integrator zugefUhrt, sondern
man verwendet Summenintegrierer,um Verstirker zu sparen.

Um den grundlegenden Aufbau einer Rechenschaltung ftir eine

partielle Differentialgleichung zu zeigen, sei eine Wlrme-

leitungs aufgabe betr achtet.



Das \/erhalten der W?irmeleitung

D iff er enti alg le ichung

d 
2u(*,  

t )  -

d * 2

beschrieben.

a) Anfangsbedingungen: U(x, + 0) =

b) Randbedingungen: U(+ 0 , t)  =
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Durch die Auftei lung des Stabes in sechs Abschnitte entsPre-

chend Bild 4.1 erhalten wir fUr die Punkte *1 * *b das fol-

gende System von Differentialgleichungen

rvird durch die Partieile

d u(x, t1
. - * ( 4 . 6 )

d U
1

dt

d u ,̂z

d,

d U

d,

d U
A=

d ,

d u .

d,

u r - r u r * u

9 t r
m i t  c =  - T

t

1= -

1= -
C

(ax )2

u ,  - ' l r * u t

(  A x ) 2

u n - r u r * u ,

( A x ) 2

-  u _ - 2 U . + U -
I b + . t

(  Ax )2

u u - r " r * u n

Die als ortlich und zeitlich unverlinderlich angenommenen

Konstanten haben folgende Bedeutung :

7t = W drmeleitfahigkeit

q = Dichte

c1 = sPezif ische Wirme

D i e G r o 8 e U ( x , t ) s t e l l e d i e T e m p e r a t u r e i n e s l i n e a r e n W ? l r -

meleiters, d.h. eines Stabes verschwindender Dicke oder auch

eines verinderl ichen Leiters dar, bei welchem die Tempera-

rur nur von einer Raumkoordinate abhingt. Der uns interessie-

rei lde Verlauf eines gegebenen stabes bestimmter LSnge

0< x < I sol l  f t i r  die folgenden Anfangs- und Randbedingungen

ermi t te l t  rverden:
o

U' (x )  =  100 C

A o ( t )  =  o o c  f t i r t ' o

= A r ( t ) =  o o c  f i i r t > o '

Der Stab der Ll inge 1= 6 m und mit einem C = 0' t  s/m2

rnoge am Anfang und Ende Kontakt mit Wiirmespendern haben,

die die Enden auf Temperatulen halten, die grundsi i tzl ich mit

der zeir variieren diirfen. wir nehmen zuerst den leicht tiber-

b i i c k b a r e n F a l l , d a B d i e s e T e m p e r a t u e n a m A n f a n g u r r d E n d e

des Stabes konstant sein sollen.

Gesucht ist die Temperaturvertei lung U(x,t) fUr t> 0'

Da rvir von der Differenzenmethode Gebrauch machen wollen,

ermitteln rvir den Temperaturverlauf u(t) an dislireten Stel-

l e n  i . d x  m i t z . B .  A x = l m  u n d  1 : i : 5 .

Nach Einfuhrung des einfachen Differenzenquotienten fiir
: ,  2 , ,  ' - .  - ,
o u( l ' t /  e ro ih t  s ich fur  GI .  4 ,6  der  fo lgende a l lgemeine

d  x Z  
e r 6 ^ v !  -

Ausdruck

Die Randbedingungen stel len die Temperaturen an den beiden

Enden x = 0 und x = I dar. Dieses Gleichungssystem ist nun-

mehr auf dem elektronischen Analogrechner zu losen. Da wir

ein vollig symmetrisches System vor uns haben und Ug(t) =

U1(r) = 0 oC ist, vereinfacht sich der Schaltungsaufbau ganz

erheblich. Es ist n6mlich:

U1( t )  =  Us( t )

U. ( t )  =  U, ( t )
L +

Es genugt also die Losung dem folgenden Differentialgleichungs-

system:

\-

I

( 4 . 7 )

( 4 . 8 )

(4 .e )

(4 .10 )

(4 .11 )

c  ( A x ) z

d u
n

d t

U ( 1  -  0 ,  t )

n  r l  J -  T I
U  -  a u  I  L J- n t 1  

n  n - l

T

d U
1

dt

d U
2

d,

d U

d,

C

I
C

I
C

-  u ^ - 2 u . + u ^
I Z t U

(a. 'o2

u r - r u r * u ,- 
6&-

2 U  - 2 U
2 3- 
d'"T-

; ; =

m r  t

6 " ^ V
U

&. --
r d t

1= -
a

Zum Entwurf der Rechenschaltung haben wir den Ubergang zu

den MaschinengroBen zu machen. Die Temperaturen an den

verschiedenen Punkten x1 ' x, und x, werden durch Spannun-

gen gegen Erde dargestel l t .

Ftir die Zeit- und Ampiitudentransformation soll geiten:

L _

li =

B i l d  4 .1
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Damit ergibt sich au Gl. 4.8

u : = l  " : ; : r ;- 1  
c  e o ( A D r . " 2

r ;= l#a;r ,%

Ftir den einfachen Integrator entsprechend Bild 2.1 gilt

- z i  + u  r
1  0 '

- , ir* 
\ l  e.Lz)

T

-  k  
/ . r d s  

+ E  * i ,  r . =  
#

Damit ergibt sich e^ = - Ei fur e. = il
v l

fallsf , = 1 & t  
1- s ' A q 6 r ( 2 u z - z u r )

Die Amplitudenma8stabsfaktoren bestimmen wir wie folgt:
Da die Temperanu nx Zeit t = 0 die hcichsrndgliche des
Problems ist, ordnen wir dieser Temperatur die maximale
Spannung des Analogrechners von 100 y zu.

Es soll also gelten :

U
_ max 100 V

6o ! 
u 

= 
10; oc gewiihlt *o = 1

max

100 v =  c ( d $ 2  t

Ut rr.ol

( r = 0 )  0  ( t = 0 )

Mit den gegebenen Werten ergibt sich unter der Annahme
E r = 1 0 d . h . x : = 1 0 t :

1 0 s o
0 , 1 - . r ' 1 m o

m o

V. 1 o A

1 MOhm.

1 s - l  b z w .  R C = 1 s

Wir  w6hlen C = 1pF und R=

Weiterhin ergibt sich:

I  r l l j l  1
Wir versuchen | -

I ail-"* 
= 

.(AF u*"* anzusetzen' Falls

eine ubersteuerung erfolgen sollte, mussen wir den MaBstabs-
faktor noch Sndern. Es soll also gelten:

U'
& 5 P =

1 U

T

I  & o  r

" = #  i  J t d r ' f l r = ' ,
0

,  1  r  e 0
1 1 = - = - - -" - R C  m ?  e I

f  = - U  = - &  U

V

%
. , V
- o c

1

\/

%

V

oc

k =  
1  

=
RC

E  = - d .  U  = - l
0 (t= 0)

u n d  d ^ = 0 , d a U ^ = 0 o C .
U O

o
1 0 0  Q = - 1 0 0 Vmax q4*,z ' too c

Mit diesen Ma8stabsfaktoren kommt man vom Gleichungs-
system 4.I2 zu folgender Darstellung:

u ' ,  =  u  - 2 u  + u
L 2 1 0

E =  u^  -  2u^  +  u ,  (4 .13)2 3 2 I

u ' = 2 u  - Z u
3 2 3

Damit liegt die im Bild 4.2 dargestellte Rechenschaltung fest.

An dem symmeuischen Aufbau erkennt man sofort die M6g-
lichkeit der Erweiterung dr:rch Hinzunahme weiterer punkte.

Entsprechend der angegebenen programmierung gilt :

Damit l iegt die Schaltung endgi. i l t ig fest. Wir verwenden
Summenintegrierer. Die vol lstdndige Schaltung ist im
Bild 4.3 dargestel l t .

Die Losungsfunktionen U ftir die konstanten x-Werte x1 = X5i
xZ= x4 und x, sind im Bitd 4.4 dargestel l t .

Die Schaltung fiir einen beliebigen Punkt ist in Bild 4.5 noch-
mals dargestellt. Diese Schaltung gilt frir den einfachen zen-
n alen D ifferenzenquotienten.

Gehen wir zusr verbesserten Differenzenquotienten tiber, so

gilt bei ganz entsprechender Wahl der MaBstabsfaktoren:

l _
U ' = - ( - U  ^ + 1 6 U  -  - 3 0 U  + 1 6 U  , -  - U  , ^ ) ( 4 . 1 4 )n  1 2 '  n - 2  n - l  n  

- - n t I  - n t 2 '

Die zugehorige Rechenschaltung ist in Bild 4.6 dargestellt.

-6,",o,



t=o Es=|00Vt=0  E ,=100vt v n l +

B i l d  4 .3

B i l d  4 .4

U  n + l

n;
_i-

B i l d  4 .5

- i l ^u n-/

W,

;-
U n + l

_0," ,

B i l d  4 .6

Wie die fUr beide NAherungen auf dem elektronischen Analog-

rechner erzielten L6sungsfunktionen zeigen, stimmen die er-

haltenen Losungen sehr gut Uberein. Der maximale Fehler

l i eg t imBere i ch  t<0 ,1 . s  undben i i g tb i szu  go /o .  f u r  Ze i t en

t > 0, 1 s liegt der Unterschied zwischen beiden Niiherungs-

ldsungen unter L7o. per Fehler ist fUr den Punkt x1 am

$oBten. Der Unterschied zwischen den L6sungen minels ein-

fachen und verbesserten Differcnzenquotienten wird aber

wesentl ich gro8er, wenn die Funktion u(x, t  = 0) (d.h. die

Anfangsbedingungen), nicht konstant ist, sondern sich mit

d e m  O r t d n d e r t ,  w e n n  z . B .  U Z -  -  U 1 ;  U 3 =  U 1 :  U 4 -  -  U 1

und U5 = U1 ist. Hier treten bei einfachen Differenzen'

quotie;ten iehler bis zu 10 
o/o 

auf.

5 .  A B S C H A T Z U N G  D E S  F E H L E R S

Fiir viele mit der Methode der Trennung der Verlnderlichen

losbare Aufgaben lli8t sich bei Anwendung des Quotienten-

laiteriums eine Absctreuung der Teilsummen und der Fehler

bei Bertickichtigung einer begrerLzten Anzahl von Rechen-

einheiten durchfUhren. Ftir die zweite Methode der Ldsung

p artiel ler D iff erentialg ieichungen m ittels D iffere nzenquotient

ergeben sich leider nicht derartige AbschStzverfahren, ob-

wohl die Methode selbst iibersichtlicher und anschaulicher ist

und fast ausschlieBlich angewendet wird. Die Fehler beim

Rechnen mit einfachen und verbesserten Differenzenquotienten

sind darin begrtindet, daB man alle hoheren Ableitungen der

Taylor-Entwicklung von einem bestimmten Wert an nicht

mehr berUclaichtigt. Daher kommt es, daB Fehlerabschlitzun-

gen nicht allgemein g[ltig sind, sondern bei Variation von

Anfangs- und Randbedingungen neu untersucht werden miissen '

Je nach Art des verwendeten Differenzenquotienten.beginnen

die ersten nicht berUclaichtigten Glieder mit (Ax)' oder

hoheren Potenzen von A x. Die VernachlAssigung ist umso

eher zulAssig, je hoher'die Potenz vorr A x und je kleiner

A x  i s t .

Bei der iterativen Fehlerabschetzung verkleinert mandx so-

lange, bis eine weitere Unterteilung in x-Richtung auf die

Losung keinen nennenswerten EinfluB mehr hat. Vielfach lohnt

dieser Weg nicht. da erstens der Aufwand in keinem Verhiilt-

nis zru Verbesserung der Losung steht und zweitens die doch

stets vorhandenen Ungenauigkeiten der Rechenkomponenten

diese Verbesserung wieder zunichte machen. Eine Moglichkeit

zur Uberschlligigen Abschlitzung der Restglieder besteht darin,

dati man sich durch graphische Differentiation, z.B. mit dem

Derivimeter, die hdheren Ableitungen beschafft.

Die in [10J dargestellte Methode der h2-Exnapolation fUhrt

zu brauchbaren Ergebnissen bei nicht zu groBem Aufwand.

Hat man bei Verwendung eines einfachen Differenzenquotien-

ten eine Niherungslosung y(x) erhalten, so wird der Fehler

weitgehend durch das erste nicht berUclaichtigte Glied der

Taylorentwicklung verursacht. Dies ist in vielen Fdllen von

( AD" abhiingig.

Unter oer Annahme, da8

Y(x, A x) = f(x) + 1A x12 fr{x) ( 5 . 1 )

eine gute N4herung darstellt, kann man durch eine geeignete

Kombination zweier Nliherungslosungen Y1(x, A x1) und

Yr(x, Ax) die Fehlerfunktion fr(x) eliminieren.

-un

r.o E=ni 
"-ot

pMn



208

Aus

Yr (x ,  4x r )  =  f ( x )  +  lAx r )2

Y r(x, Ax) = f(x) + 1A*;2

erhlilt man
. 2 2 ^

, . ,  
( A * ) -  .  Y r ( x ,  A x r )  -  ( A x r ) -  Y r ( x , d x r )

so konnen wir aus einer Kombination von drei Losungen ftir
A * r , A x ,  u n d  A x ,  a u s

y1 (x ,  Ax)= f (x)  + (4x112 .  r r i " )  + 1d " r )2

Y 
z(x,  Axr)= f (x)  + (Axzy2 .  r r { * )  + 1A*r)2

" ,  
( * ,  4  xr )  = f (x)  +( /x312 .  t r { * )  *  qA*;2 .

(5.2) die Fehlerfunktionen fr(x) und f2(x) eliminieren. Nach enr-
sprechenden Umformungen erh5lt man :

fr(x)

und fr(x)

fr(x) (5.6)

fr(x)

fr(x)

f(x) = ( A x ) z  -  ( A x l 2

"  {  -7  o "3 ,  A* ,  -A  x rJ  -  v  ,Axz ,A "f, rA *, - A*rl * Y sA x?A *f, rA *,

uf ,  d"?r rax,  -Axr)  -  l "? .0" ' r rO*,  -A*r l  *  AtO. | rOx,  -  Axr)

a xr)
f(x) = ( 5 . 7 )

( 5 .  8 )

Diese Extrapolation liifJt sich mit geringem schalrungsaufwand
auf dem elekrronischen Analogrechner durchftihren. Der groBte
Aufwand steckt im Aufbau der zwei Rechenkreise mit unrer-
schiedlicher Schrittweite 4 x. Man kann sich aber auch so
helfen, da8 man die erste Nlherungslosung von einem x-y-
Schreiber aufzeichnen llifJt und diese Funktion splter iiber
einen Funktionsgeneratorzusatz abtasten liiBt. Dadurch ist der
erforderliche verstErkeraufwand nur durch die kleinste schritt-
weite 4 x bestimmt. Die Muitiplikation der zwei Nlherungs-
losungen Yr(x, dxr) und Yr(x, Ax) bei gleichzeit iger
Addition wird im Summierer entsprechend Bild 5.L durch-
gefiihrt.

f  (x ,a  x1 l

Y lr .a 4l - f (x )

B i l d  5 .1

FUr die Dimensionierung der Schaltelemente muB gelten:

1 .
(a  *z)2

6fw
( a * i 2

lAxlz - l Axr)z

FUr den hliufig angewandten Sonderfall, daB

A *r= Ar*t und 4 *, = 
*

ist, erhii lt man

( * ) = *  ( " ,  r 6 y 2 + 2 7 y 3 )

Die Mult ipl ikat ion der drei Ni iherungslosungen yL, y2 und y,
bei gleichzeitiger Addition enrsprechend Gl. 5. g wird im
Summierer entsprechend Bild 5. 2 durchgefUhrt.

v
Y2

Y3

t(
F

R
1

R
F

R
I

I

RF

R
2

2 .

-f l r)
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(5.g) Ft ir  die Dimensionierung der Schaltelemente mu8 gelten:

( 5 . 4 )
1= -

72

R
F

t(
2

F
D

A

= -
a

(_,1

A=

Hat die Extrapolation aus zwei Ndherungslosungen noch kein
befriedigendes Ergebnis gezeigt, so muB man / x noch weiter
verkleinern. Entsprechend der iterativen Fehlerabschiitzung
wird man im allgemeinen zu genaueren L6sungsfunktionen
kommen.

Nehmen wir an, da8 die Losungsfunktion allgemein in der
folgenden Form geschrieben werden kann:

y(x, Ax) = f(x) + 1Ax12 fr(x) + qd x)3 rr{x) (s.5)

Der Sonderf aIL Ax,

f1x; = 
* ",

3

A * t
= ---:- und A x' 2 3

L 2  1 1
t 1 _ Y

2 I ' 2 ' 2 1 ' 3

d* r
l iefert

1+

(5.  e)



Bei Verwendung des zentralen Differenzenquotienten fUr die

erste Abieitung:
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scheidet dieses Verfahren aus. Die groBte Bedeutung kommt

also der Umformung partieller Differentialgleichungen minels

Differenzenquotienten (einfache oder verbesserte) in ein

System gewOhnlicher Differentialgleichungen zu. Da nunmehr

die unabh5ngige VerAnderliche allein noch die Maschinenzeit

? ist, erhalten wir also grundsitziich nur L6sungsfunktionen

als Funktionen der Zeit. Fijr Aufgaben der Wirmetechnik,

Kristal lographie usw. ist es wiinschenswert, zusdtzl ich andere

Darsteliungsarten zur Verftigung zu haben. Hierzu gehoren

z.B. die Regisuierungen der L0sungen als Funktionen des Ortes
mit der Zeit ak Parameter oder Hdhenschichtl iniendarstel lun-

gen. Wie im weiteren gezeigt wird, sind auch derart ige

Ldsungsscharen direkt mit dem elektronischen Analogrechner

zu erzeugen.

6 . 1  D a r s t e l i u n g  v o n  L o s u n g s f u n k t i o n e n

9=  f ( t ) ;  x -  . . .  x  =  Pa rame te r' L n

An dem in Abschnitt 4 durchgefiihrtem Beispiei der W6rme-

leitungsaufgabe erhielten wir nach EinfUhrung der Differenzen-

quotienten ein System von Differentialgleichungen. Mit geeig-

neten Ma8stabsfaktoren kommt man zu den Maschinenglei-

chungen und zur Recherschaltung Bild 4.2. An den AusgAngen

der Verstirker erhAlt man sofort die den entsprechenden Tem-

peratuen proport ionalen spannungen. FUr Regisuierungen des

Verlaufs der Temperatur als Funktion der Zeit fi.ir die verschie-

denen Punkte ist die Rechenschaltung vollstlindig. Wir registrie-

ren nacheinander mit einem Einfachschreiber oder gleichzeitig

mit einem Metufachschreiber die Ldsungsfunktionen, wobei

die Ablenkung in horizontaler Richtung proportional mit der

Zeit zu erfolgen hat. Im Bild 6.1 ist die gro8formatige Dar-

stel lung (DIN A 3) von einem x-y-Schreiber f t i r  eine Unter-

teilung in zehn Abschnitte aufgezeichnet. Diese Darsteilung

ergibt gegentiber der mit dem Elektronenstratrloszillographen

geringere Ablesefehier.

7  ( 4  x ) 2
v ' = - f v  - v  )  - '
' 0  2 L x " 1  ' - 7 '  3  !

- M
5 ! t :u '  (b .10)

r, ' r j rden bei der Exnapoiat ion aus zwei Niherungslosungen erst

Glieder ab der 5. Ordnung eine Rolle spielen. Die Beri ick-

sichtigung einer dritten Rechnung ergibt eine NAherung, bei

der erst Glieder von der ?. Ableitung an Fehler verursachen

konnen.

Ganz entsprechend lABt sich die Extrapolation aus zwei oder

drei NSherungsldsungen zum Erhalt einer genaueren Losung bei

Verwendung verbesserter Differenzenquotienten anwenden und

fuhrt selbstverstAndlich zu Ergebnissen, bei denen erst ent-

sprechend hohere Ableitungen einen Fehlerbeitrag liefern.

Diese Methode der Extrapolat ion aus verschiedenen Ndherungs-

iosungen hat den Vorteil, daB man erstens entsprechend der

iterativen Fehlerabsch?itzung den EinfluB der kleineren Schritt-

r^'eiten verfolgen kann und zweitens durch eine Kombination

dieser so erhaltenen NAherungslosungen Losungen erhalten

kann, bei denen der Einflu8 der normalerweise bei den EinzeI'

losungen vernachlSssigten hoheren Ableitungen ganz erheblich

herabgesetzt wird.

6 .  V E R S C H I E D E N E  D A R S T E L L U N  G S M O G L I C H  -

K E I T E N  D E R  L O S U N G S F U N K T I O N E N

Je nach dem Aufgabengebiet und der splteren Verwendung der

Ldsungsfunktionen sind verschiedene Darstellungen wUnschens -

\vert.  Bei der Losungsmethode mittels der Trennung der Ver-

!inderlichen war es mdglich, eine Rechenschaltung anzugeben,

die es erlaubte, f i j r  bel iebige x-Werte die Losung als Funktion

von x darzustel len. Die Methode war al lerdings beschrAnkt

auf den Fal l  konstanter Randbedingungen. Da aber bei den

meisten Problemen nichtkonstante Randbedingungen vorl iegen,

100

t
!_
v

U lo,t l=Ul l , t l=0't

B i l d  6 . 1
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6 . 2  D a r s t e l l u n g  v o n  L 6 s u n g s f u n k t i o n e n
y=  f ( x ) ;  t .  . . .  t  =  pa rame te r

I N

Es soil jetzt eine andere Darstellungsmethode aufgezeigt
werden. Gerade bei Aufgaben der W4rmetechnik ist es wUn-
scheruwert, wenn man nicht die Darstellung u(x, t) = u(t)
fiir x = const., sondern die Darstellung u(x,t) = u(x) fiir
t = const. sofort vorliegen hat oder auf dem Schirm des Os-
zillographen beobachten und photographisch registrieren kann.
Diese Darstellungen werden in dem Beispiel der Wdrmetech-
nik zur Beurteilung von auftretenden Wdrmespannungen be -

nutzt. Bei diesen Problemen werden im allgemeinen bei

B i l d  6 . 2

7un fingong des
y-Verstiirkers

Erreichen bestimmter Grenzwerte die Randbedingungen getrn-
dert. Man kann die Anlage sofort dahingehend erweitern, da6
beim uberschreiten zulassiger warmespannungen ein Regel-
vorgang ausgelost wird, der die Temperatuenderungen in der
Zeiteinheit auf ein zulAssiges Mag begrenzt.

Im Bild 6.2 sind punktweise die Losungswerte u(x, r) fUr
t = const. dargestel l t .  Diese Aufnahme wurde von einem x-y-
oszillographen aufgenommen, der r.iber eine Helrtastschaltung
gesteuert wurde. Der Analogrechner selbst arbeitet im repe-
tierenden Betieb. Durch Hinzunahme weiterer punkte rst
natiirlich ein wesentlich dichteres punktnetz zu erhalten.

Beim x-y-Oszi l lographen ist jedem punkt xn des problems

eine bestimmte Ausienkung in x-Richtung zugeordnet. An das

y-Ablenkplattenpaar schaltet man uber einen stufenschalter
den jeweiligen Vers*irkerausgang d;. In der einfachsten Form
nimmt man einen Drehwlhler mit mehreren Kontaktbahnen.
Im Bild 6.3 ist die Schattungsanordnung dargestellt.

Jeder Verst5rker liefert die bereits angegebenen Lcisungskurven
u(x, t) = u(t) fUr x = const. entsprechend BiId 6.1 Diese Lo-
sungsfunktionen ergeben auf dem x-y-schreiber vertikale
Linien mit nicht konstanter schreibgeschwindigkeit, Der Elek-
tronenstrahl wird dunkel gesreuert und nru ftir kurze Augen-
blicke in konsranten zeLtabstdnden hellgetastet. Im Block-
schaltbild 6.4 ist der insgesamr erforderriche Aufwand fiir die
zus5tzliche Umtasteinrichtung zu ersehen.

6 . 3  L i n e a r e  I n t e r p o t a t i o n  z w i s c h e n  b e n a c h _
b a r t e n  F u n k t i o n s w e r t e n

wunschenswert ist nattirlich ein geschrossener Linienzug. Auf-
gaben, deren Lc5sungen als Funktion der zeit keine monoron
abfallenden Funktionen ergeben, sind mit dieser Darstellung
allein nicht sicher auszuwerten. Es sind stets die Ergebnisse
entsprechend dem Bild 6.1 hinzuzuziehen. Dieser umstand
macht es erforderl ich, die schaltung Bild 6.4 dahingehend
zu erweitern, da8 vom x-y-oszillographen auch die verbin-
dungslinien zugehdriger punkte mit aufgezeichnet werden.
Im Bild 6.5 ist f t i r  einen bestimmten wert t  ein geschrosse-
ner Linienzug gezeLgt,

B i ld  6 .  3

Y-Ablenkung des
0s t t Ilogrophen

Steuer inpu ls  f i r
den Pechner

x-Ablenkung des
0s zi llogrophen

B i l d  6 .4

Die Grundelemente der Umrast-
einrichtung sind ein Oszillator,
eine Zlhlstufe, ein Abtaster und
ein Helltastimpulsgeber .

zun Irngong
des r-l/arsir[71sy5

Helltostinpuls zun
0sztllogrophen

0s z t Ilotor Abto ster

Bi ld  6 .  5



Die Bi ider  6 .6 ,  6 .?  und 6.8  s te l len den Temperaturver lauf

Hngs eines Stabes fUr verschiedene Zeiten dar. Eine derartige

Darstellung ist in jedem Fall tibersichtlicher und der Vorstel-

lung des Ingenieurs vertrauter als die Darstellung der Funktion

u(x, r) = u(t) fiir x = const. Der entscheidende Vorteil ist, da8

der Einf luB von Anfangs- und Randbedingungen auf dem Bild-

schirm der Oszillographenrohre beobachtet werden kann. Eine

lv{oglichkeit, einen geschlossenen Linienzug z! erhalten,

besteht darin, daB man sdmtl iche interessierenden Verstdrker-

ausg?inge an ein relativ schneli durchdrehbares Potentiometer

anschlie8t. Entweder muB der Rechenvorgang derartig langsam

ablaufen, daB ein vollstiindiger Umlauf des Potentiometer-

abgriffes in einer zeitbeendet ist, in der sich der Funktions-

wert noch nicht nennenswert gedndert hat oder man hiiit nach

einer gewtinschten Zeit den Rechenvorgang an, lii8t das Poten-

tiometer einmal umlaufen und anschlieBend wieder die zeit

Ar weiterrechnen. Liefert eine zweLte Kontaktbahn des

potentiometers eine dem Drehwinkel proport ionale Ablenk-

B i l d  6 . 6
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spannung an das Ablenkplattenpaar ftir die Horizontalablen-

kung, so erscheint bei einer Helltastzeit von einem Umlauf

des potentiometerabgriffes ein geschlossener Linienzug auf

dem x-y -Oszi l lograPhen.

Der Aufwand lohnt nur dort, wo dauernd W[rme- oder lihnliche

probleme gelost werden mussen. Nach Mciglichkeit ist die

lineare Interpolation zwischen den benachbarten Funktions-

werten mit den Ublichen Recheneinheiten durchzufUhren. Nach

B i l d  6 .9  g i l t :

; - ;  +U _ U

n

un+ t  -  un .  
f r

u a

( 6 . 1 )

m i t  0 < d u c U
a

B i l d  6 .9

Gibt man die entsprechend Gl. 6. L erzeugte Spannung U aui

das y-Ablenkplattenpaar und die z.B. sAgezatrnfdrmig ver-

laufende spannung dl auf das x-AblenkplattenPaal, so lauft

der Elektronensuahl stets zwischen den Werten Un und Un*1

hin und her. wird jetzt noch der oszillograph in bestimmten

konstanten Zeitabstlinden fur die Dauer eines Hin- und Her-

laufes von ffi hellgetastet, so erhalt man bei einem Durch-

lauf des Rechners eine Darstel lung entsprechend Bild 6.10.

Das vollstSndige Blockchaltbild fiir die Aufzeichnung der

linear interpolierten FunktionsverlAufe u(x, t) = u(x) ftir

r=  const .  is t  im Bi ld  6 .11 angegeben.

B i l d  6 .10

Die ausgefuhrte schaltung ist im Bild 6.12 dargestellt. Eine

quadratische Interpolation zwischen den drei benachbarten

Funktionswerten ist ganz entsprechend mit einer geringfugigen

S ch altungserweiterung moglich.

6 . 4  H  o  h  e  n  s  c  h  i  c  h  t  I  i  n  i  e  n  d  a  r  s  t  e  I  I  u  n  g

Als weitere Darstellungsmoglichkeit ist speziell bei mehr -

dimensionalen Problemen die Hohenschichtliniendarstellung

von Interesse. Bei dieser Darstellung (Bild 6.13) kommt es

darauf an, nru die Orte gleichen Funktionswertes darzustellen.

Zur Darstellung genUgt ein Kathodenstrahloszillograph mit der

iiblichen zeitproportionalen Ablenkung und der Moglichkeit

einer Helltastung. Jedem y-wert wird eine bestimmte Aus-

lenkung zugeordner. Der Elekuonersuatrl wird im allgemei-

nen dunkel gesteuert. Nur bei Vorhandensein eines bestimm-

ten Spannungswertes wird ein Helltastimpuls auf den Oszillo-

z

B i l d  6 . 8
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graphen gegeben. ordnen wir dieser Spannung eine bestimmte
Hdhe zu, dann entspricht diesem vorher festgeiegten Span-
nungswert eine Hohenschichtlinie, die sowohi punktweise ais
auch als Linienzug dargestellt werden kann. von besonderer
Bedeutung isr die Ansprechempfindl ichkeit des im Bild 6.13
gezeigten spannungsvergleichers. Gefordert wird die Abgabe
eines HelltastimpuJses konstanter Grol3e in einem relativ eng
tolerierten spannungsbereich. Auf die Angabe der schaltungs-
miiBigen Realisierung sei hier verzichtet

6 . 5  D a r s t e l l u n g  v o n  L o s u n g s f u n k t i o n e n  y = f ( x )
u n t e r  Z u h i l f e n a h m e  e i n e s  S p e i c h e r e l e m e n
t e s

wiil man im langsamen Betrieb des Rechners registrieren und
wegen einer hdheren Genauigkeit ein gegentiber der sicht-
flache des Elektronenstrahloszillographen wesentlich groBeres
Format des Registr ierpapiers, z.B. DIN A 3, verwenden, so

0=q+u4!J-.d;

-da

uo

ul= rontt

y -Ablenkplottenpoor

Iur y-Abtenkung des
0szi llogrophen

Iur x-Ablenkung des
0szillogrophen

y -Ablenkung
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v
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I
I

I
I
I
I
I
I

1{-WN-',;llll:';^Tutlllldctu, I oszittogro-
Bild 6. L3

kann man auch hierftjr die angegebenen Methoden in etwas
abgednderter Form einsetzen. ZweckmdBiger aber ist die
Verwendung von speicherelementen. Anstel le der l inearen
Interpolation unter Benutzung von Multiplikationseinheiten
werden Speicherelemente in Verbindung mit einer Regel_
schaltung benutzt. Diese bewirkt nach einer umschalrung
auf andere Funktionswerte ein Nachlaufen auf diese neuen
Funktionswerte (Nachlaufregelun$. Die benutzten Rechen-
schaltungen sind im Bild 6.14 dargestel l t .

Fiir beide schaltungen ergibt sich bei Anlegen einer Gleich-
spannung 

"i 
= U

" 0 = U + ( E - U ) " - k '

unterbricht man mit dem Haltkontakt den Rechenkreis, so
h51t der Integrator seinen spannungswert und wirkt somit als



Die fiir die x- oder y-Ablenkung erforderlichen Regelkreise

mit speicherwirkung ergeben also folgende Zeitabhiingig -

keiten :
- kr,

y = U 2 * G ,  - U r ) ' e

- kr,
* = U 1  * @ r - U r ) . e

Entsprechend Bild 6.15 ergibt sich mit k, = kl.  t

B i t d  6 .14

Speicher. Wfud nunmehr

den Eingang geschaltet,

konstanten SPannung zu'

9r
dx

eine andere konstante Spannung auf

so strebt die GroBe eO dieser anderen

sobald der Kontakt geschlossen wird.

273

einzelnen Verstirkern entsprechend Bild 2.1 bestimmte Punk-

te x1 .. .  xn zugeordnet sind, so wird man zur Registr ierung

der Funktionswerte als Funktion des Ortes fUr bestimmte Zei'

ten t = const. samtliche AusgAnge der Verstarker an einen

Drehwlihler anschliefJen. Gleich zeitig schlieBen wir einen

spannungsteiler an eine zweite Kontaktbahn an. Damit erhiilt

man an den Schleifern eine dem Ort x proPortionale Span-

nung und den zugehdrigen Funktionswert. Beide Spannungen

werden auf eine entsprechend Bild 6.14 aufgebaute Regel-

schaltung und die Ausglinge der Regelschaltungen auf die

x und y-Eingiinge des x-y-schreibers gegeben. Ais Halt-

kontakt wird ein Kontakt der Umschalteinrichtung benutzt.

Der voilstandige Regisnierungsablauf geschieht wie folgt :

Sind dem Rechner alle Anfangs- und Randbedingungen vor-

gegeben, so lliBt man diese eine bestimmte Zeit A r rech-

nen. Zur Abtastung und Registrierung aller Funktionswerte

dreht der Drehw5hler selbsttitig durch. Die Drehgeschwindig-

keit ist abhlingig von der Regellireiskonstanten k. WiI verlan-

gen, da8 der Schleifer etwa 1= f;  
tang auf dem jeweil igen

Kontakt verweilt. Nach einem Umlauf wird der Haltkontakt

gedffnet und der Rechner rechnet wieder eine bestimmte Zeit

weiter. Einem vollen Umlauf des Drehwiihiers entsPricht dann

die Aufzeichnung der Funktion y = f(x) fur einen bestimmten

Wert t  = const. Die vol lst i indige Schaltung ist in Bi ld 6.16

dargestellt.

Diese schaltung hat den groBen Vorteil, daB man mit gerin-

gem Aufw and zu den gewiinschten Kurverrscharen kommen

kann. Durch die groBformatige Aufzeichnung und langsame

Rechnung ist eine gro8e Genauigkeit der Rechenergebnisse

gewihrleisrer. Die Bi lder 6.17 - 6.19 dienen der Anschau-

lichkeit dieser Aufzeichnungsalt bei konstanten und variab-

len Anfangs- und Randbedingungen.

x-Eingon g
des

xy -Schreibers

!-Etngong
.4 deS
xy-Schrei bers

u r - t ,

ur. - u,

B i l d  6 .15

Hat der Rechner zu Beginn die x und y-Werte E, und E, des

punktes 1, so wird die Schreibfeder auf der Geraden zwischen

P, und P, nach P, wandern. Damit ist also die gewUnschte

Nlchlaufibhlingigkeit erreicht. Gehen wir davon aus, daB den

u t  x +

B i l d  6 .16
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Die Auswertung der Funktionswerte ergab eine gute Uber-
einstimmung mit den rechnerisch ermittelten Funktions-
werten.

7 .  Z U S A M M E N F A S S U N G

Nach einer kurzen ubersicht uber den elekuonischen Analog-
rechner und die angewandte programmierung werden die
verschiedenen Losungsverfahren und Methoden zur Lrlsung
partieller Differentialgleichungen mit dem elektronischen
Analogrechner behandelt. Filr die nicht sehr hliufig ange-
wandte Methode der Trennung der Veriinderlichen ergibt
sich ftir reine Anfangswertprobleme und Anfangswertprob-

uj : uro= loov

At  =  0 ,1  sec

U lo,tl =U ll,tl 30ot

t = 0,1 sec

B i l d  6 . 1 ?

6=[t'fg'Eo
400 y

ft'ui=zo.sv
At= l sec

U(o,tl.U(t,tl
=00c

B i l d  6 .18

leme mit konstanten Randbedingungen die Moglichkeit, fUr
jeden beliebigen x-y-Wert die Lcisungsfunktionen darzu-
stellen. Fehlerabsch5tzungen erlauben die Erminlung der
erforderlichen Anzahl von Rechenkreisen bei einer gew{insch-
ten Genauigkeit. FUr die Erzeugung von Sinusfunktionen
weitgehend beliebiger Amplitude und phase mit nur einem
Verstlirker ist die dort angegebene Rechenschaltung mit
Vorteil zu verwenden.

Die zweite Methode der umformung partieller Differential-
gleichungen mittels Differenzenquotienten in ein Sysrem
gewohnlicher Differentialgleichungen ist die am hiiufigsten
angew andte Method e . Zur Feh ler abschiitzung w ird allgemein
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die iterative Fehlerabsch6tzungsmethode angewandt oder durch

Vergleich mit bekannten exakt ermittelten werten auf die

Giite der erhaltenen NAherung geschlcsen' Von $o8ter Wich-

tigkeir ist die Einfiihrung verbesserter Differenzenquotienten.

DucheineExtrapolat ionausverschiedenenNiherungslosungen

iassen sich Ldsungsfunktionen ermitteln' die bei geeigneter

wahl von Gewichtsfaktoren fur die verschiedenen Ldsungs-

funktionenzuwesentl ichverbessertenLosungsfunktionen

ftihren.

weiterhin werden verschiedene Darstellungsmdglichkeiten der

Losungsfunktionen betrachtet und einige bisher unbekannte

Moglichkeiten angegeben. Mit den angegebenen schaltungen

ist man in der Lage, Funktionsverlaufe u = f(x) ftir t = const.

zu erhalten. Diese sehr anschaulichen Darstellungen der

Losungsf,unktionen sind sowohl bei beliebigen Anfangsbedin-

gungen als auch fiir variable Randbedingungen einzusetzen

und mit gro8em Vorteil zu verwenden. FUr groBformatige

Darstellungen empfiehlt sich das vorgesctrlagene Verfahren

unter Verwendung von speicherelementen. Dle so Sewonne-

nen Funktionsverlaufe gentigen hinsichtlich Genauigkeit den

Anforderungen, haben aber auBerdem den Vorteil grofJter

Anschaulichkeit. Beide angegebenen Verfahren lassen sich

ctrne groBen Mehraufwand am elektronischen Analogrechner

druchfUhren.
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