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I .  E I N F U H N E N T D E  B E H A N D  I - - L - \ : ( ;

i .  E i n l e i . t u n g

. \ u f g a b e n  d e r  S c h u j . n g u n g s l e h r e  f t i h r e n  i n  d e r
m a t h e m a t i . s r : h e n  B e s c h r e i b u n g  s t e t s  a u f  e i n e  o d e r
n r e h r e r e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  2 .  O r d n u n g .  D e r
V o r t e i l  d e s  A n a l o g r e c h n e r s ,  i n  e i n f a c h e r  W e i s e
D i f f e r e n t i a l g J . e i c h u n g e n  l o s e n  z u  k o n n e n ,  p r d d e s t i -
n i . e r t  i h n  a u c h  z u m  u n i v e r s e l l e n  H i l f s m i t t e l  b e i  d e r
A n a l y s e  v o n  S c h u ' i n g u n g s p r o b l e m e n .  I n s b e s o n d e r e
be i  de r  Behand lung  von  n i ch t l i nea ren  Schw ingungs-
a u f g a b e n  i s t  e r  h e u t e  u n e n t b e h r L i c h  g e w o r d e n .  Z u -
ndchs t  so l l en  desha lb  d i .e  vo rbe re i tenden  Arbe i ten
zur  Nachb i ldung  e ine r  D i f fe ren t ia lg le i chung  2 .  Ord -
n u n g  m i t  d e m  A n a l o g r e c h n e r  s k i z z i e r t  w e r d e n .

2 .  Q u a l i t a t i v e  N a c h b i l d u n g  e i n e r  l i n e -
a r e n  D i f  f  e r e n t i a l g l e i c h u n g  2 .  O r d -
n u n g .  E i n l d u f i g e r  F e d e r  - D d m p f e r  -

M a s s e - S c h w i n g e r

E in  schw ingungs fdh iges  Sys tem se i  nach  B i l d  1
d u r c h  e i n e  M a s s e  m ,  e i n e  F e d e r  m i t  d e r  F e d e r -
kons tan ten  c  und  e inen  geschw ind igke i t sp ropor t i -
o n a l  w i r k e n d e n  D d m p f e r  ( 2 .  B . F l i i s s i g k e i t s r e i b u n g
au f  de r  Un te r lage)  m i t  de r  D i imp fungskons tan ten  d
g e g e b e n .  W i r d  d i e  M a s s e  m  z u m  Z e i t p u n k t  t  =  0  u m
x(O;  =  xo  aus  de r  Ruhe lage  (x  =  0 )  gebrach t ,  f r i h r t
d i e  M a s s e  p e r i o d i s c h e  S c h w i n g u n g e n  u m  d i e  R u h e -
l a g e  a u s .

S  C  H  \ \ '  I N G U  N G S A  U F G A B E  N

Die  an  m angre i fenden  Kr i i f t e

F e d e r k r a f t :  - c x

Re ibungsk ra f t :  -  d  i

s t e h e n  z u  j e d e r  Z e i t  m i t  d e r

T rdghe i t sk ra f t :  m  j i

im  G le i chgew ich t .  D ie  Ab le i tung  nach  de r  Ze i t
d (  )'  '  i q f  h i o n  r r n r t  s p ; i l g r  d u r c h  (  f  g e k e n n z e i c h n e t .
dt

D ie  K ra f tg le i chung

m f = - d * - c x

mit  den Anfangswerten

x ( O ;  =  g '  x ( 0 )  :  x o  
( 1 )

beschre ib t  somi t  den  ze i t i i chen  Ver lau f  de r
schwingenden Masse.

D ie  G le i chung  (1 )  i s t  nun  m i t  gee i4ne ten  E lementen

des  Ana log rechners  (B i l d  2 )  i n  e ine  Rechenscha l -

tung umzuwandeln.  Hierzu lost  man s ie nach ihrer

hochsten Ablei tung auJ und erh5l t  so die Normal-

form der Schwingungsgleichung 2.  Ordnung

( ) \

n - i - - d i - c r
i - - 6 i - a t ' r
;.(a) - o r(o)

i = - d ) t - r 2 o *
.l

mi t  d  =  I  (Ddmpfungs fak to r )  und  @o =m
(E igen f requenz  ) .

Nimmt man I  a ls bekannt an,  erh5l t  man je-

we i l s  m i t  e inem In teg r ie re r  - i  und  x  (B i l d  3 ) .
Danach  w i rd  das  angenommene i  am E ingang  des
1 .  In teg r ie re rs  du rch  d ie  nachgeb i lde ten  G l ieder

-  d *  unaorf ,  x  entsprechend der
Gleichung (2)  er f r i l l t .  Die Anfangs-
wer te  * (0 )  und  x (0 )  s ind  dem 1 .  und
2. Integr ierer  unter  Bert icksicht igung
der Vorzeichenumkehr der Elemente
einzugeben.

Der so gewonnenen qual i tat iven Re-
chenechal tung s ind die Geschwindig-
kei t  * ( t )  und die Elongat ion x( t )  zu
entnehmen. So11 ebenfal ls  d ie Be-
schleunigung i ( t )  auf t reten,  kann s ie
mi t  e inem zusd tz l i chen  Summie re r
aus den Gl iedern mit  *  und x sebi ldet
w e r d e n .

'1-l
- 0 x l

. .  Im r  ) r0

c

m

r(0) - xs
x - 0

B i l d  1 .  F e d e r - D d m p f e r - N I a s s e - S c h w i n g e r
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3 "  Q u a n t i t a t i v e  N a c h b i l c i u n g  d e : '

S c h w i n g u n g s d i f  f  e r . e n t i a l q l e i e  h t n  E

D a s  S y s t e m  n a c h  B i l d  1  s o l l  i o l g e n d e  \ \ ' e r t e  h a b e n :

,
m  =  1  k p s " / c m ;  b  =  0 , 2 k P s l c m ;  c  =  0 , 8 i  k P ' c m ;

x ( 0 )  = 1 c m ;  i ( O )  = 0 .

M a n  e r h d i t  d a m i t  d l e  o u a n t i t a t i v e  D t f i e r € r i t B r -
g le i chung

j i =  - 0 , 2 s - 1  ; - o , B 1 s - 2 x

m i t x ( 0 )  = 1 c m ;

i 1 o ;  = s

D i e  Z a h l e n w e r t e  f r i r  d i  (  =  0 , 2 ) ,  * 2 o G  0 , 8 i l ,  i ( 0 )  =  0
und  x (0 )  =  1  s ind  an  den  Po ten t iomete rn  de r
R e c h e n s c h a l t u n g  i m  B i l d  3  o h n e  w e i t e r e s  e i n z u -
s t e 1 1 e n .  D e r  R e c h n e r  l i e f e r t  s o g i e i c h  d i e  g e s u c h t e n
F u n k t i o n e n  i ( t )  u n d  x ( t ) .

In v ie len Fd. l len werden jedoch die Zahlenwerte
d e r  S y s t e m p a r a m e t e r  n i c h t  e i n s t e l l b a r  s e i n .  D e s

haLb  s ind  im  a l J .geme inen  d ie  be iden  nach fo lgenden
Normie rungs  opera t ionen  du rchzu f r . i h ren  .

3 . 1  N o r m i e r u n g  d e r  u n a b h d n g i g e n  V a r i a b l e n  -  Z e i t -
n o r m  r e r u n g

D i e  K o n s t a n t e n  d e s  n a c h z u b i l d e n d e n  S y s t e m s ,  d a s
he iB t  d ie  Fak to ren  de r  D i f fe ren t ia lg le i chung ,
konnen  auBerha lb  des  am Rechner  s innvo l l  e r f t i l i -
b a r e n  B e r e i c h s  v o n  0 , 0 1  b i s  1  l i e g e n .  U n t e r
Ber t i cks i ch t igung  de r  E ingangs fak to ren  "10"  de r
I n t e g r i e r e r  k a n n  d i e s e r  B e r e i c h  v o n  0 , 0 1  b i s  1 0
a u s g e d e h n t  w e r d e n .

z . B .  m i t  d e n  W e r t e n :
t

m  =  1 k p s " / c m ;  d =  2  k p s / c m ;  c  =  8 1  k p / c m

i ( 0 1  = 6 ' x ( 0 )  = 1 c m

erhdl t  man die Di f ferent ia lg le ichung

* . =  - 2  
" - 1  

*  -  8 1  s - 2  * ,  t  ( o )  =  1 c m

Der  Zah lenwer t  f i i r  a r f r  (=  B1)  i s t  m i t  e inem
Poten t iomete r  n i ch t  mehr  zu  ve rw i rk l i chen .

Dera r t i ge  V_orgdnge  lau fen  sche inbar  zu  schne l l
(  o ro  )  1  s - r )  f t i r  e ine  Nachb i ldung  m i t  dem Ana-
l o g r e c h n e r  a b .  G l e i c h u n g e n  d i e s e r  A r t  k o n n e n  j e -

doch  du rch  e ine  Ma8s tabsdnderung  de r  unabhdn-
g i g e n  V a r i a b l e n  d e s  P r o b l e m s ,  d e r  P r o b l e m z e i t  t ,
f t i r  den  Ana log rechner  au fbe re i te t  werden .  NTan
f r i h r t  dazu  nach :

t  =  ) , . t  l :  T r a n s f o r m a t i o n s f a k t o r  ( 3 )

e i n e  d i m e n s i o n s f r e i e  V a r i a b l e  z  ( N { a s c h l n e n v a r i -

a b l e )  e i n .

N a c h  B i l d  4  e n t s p r e c h e n

I  )  1 s - 1 :  e i n e r  M a f J s t a b s d e h n u n s  ( Z e t t -

d e h n u n g ) ,

1  (  1  s - 1 :  e i n e r  N l a B s t a b s v e r k ' i i f z u n E ' r Z e t i -
r a f f u n g ) .

2  (  ] '

B i l d  4 .  Z e i t n o r m i e r t e  t r u n k t i o n

M i t  t  =  l t  e r g i b t  s i c h  a u s  d e r  S c h w i n g u n g s g i e i c h -
ung  (2 ) ,  i . ndem durch  l "  d i . v id ie r t  und  d ie  Ab-

d (  )  d (  )  ,  \ ,k r i r zung  
f t t f  

=  ra ; :  =  (  ) '  ve r rvende t  w i rd ,  d ie

G le i . chung

, ,  d  ,  
' 2 o

x '  = -  -1 x -  - ;  x  mi t  den
L L ,

i n
x ' ( 0 ;  = ; : ; x ( 0 )  =  x o

L

A n f a n g s l , , , e r t e n  ( 4 )

Durch  e rne  gee igne te  Wah l  von  I  . l assen  s i ch  nun
d i e  K o e f f i z i e n t e n  d i e s e r  D i f f  e r e n t i a l g l e i c h u n g  i n

d e n  A r b e i t s b e r e i c h  d e r  P o t e n t i o m e t e r  b r i n g e n .  I m
a l lgeme inen  i s t

L o  a o

zu  se tzen ,  u 'odurch  de r  Koe f f i z ien t  von  x  i n  d ie

G r o 8 e n o r d n u n g  v o n  1  k o m m t .

z .B .  Aus  de r  D i . f f e ren t ia lg le i chung  des  vo rhe r i .gen

Be isp i "eJ .s  l i es t  man  ab :  l  o  ro  =  V  g1F  =

g  s - 1 .  M a n  s e t z t  n u n  I  =  1 0  s - 1 ,  a l s o  g l e i c h
e ine r  Zehnerpo tenz ,  um e in facher  umrechnen
zu  konnen  und  aus  spd te r  noch  beschr iebenen
Gr i i nden .  D ie  t rans fo rm ie r te  G le i chung  lau te t
sorhi t

x t t  =  - 0 , 2  x t  - 0 , 8 1  x

m i t  x r  ( o )  =  I l o ) '  =  o ;  x  ( o )  =  1  c m .

D a s  t r a n s f o r m i e r t e  S y s t e m  i s t  s o  a m  A n a l o g r e c h -
n e r  e i n s t e l l b a r  g e w o r d e n .

D a s  I n t e g r i e r e l e m e n t  ( B i l d  2 )  e r l a u b t  n u n ,  t i b e r  d e n
i n  S t u f e n  w d . h l b a r e n  k - F a k t o r  ( 2 . 8 "  1 s - 1  o d e r '  1 0 s - l
d u r c h  A n d e r u n g  d e r  R t i c k f u h r u n g s k a p a z i t A t )  d e n
Z e i t a b l a u f  a n  d e r  M a s c h i n e ,  d i e  M a s c h i n e n z e i t  t ]
z u  b e e i r i f  l u s s e n .  E s  e i l t

z =  k t *  ( s )

F u r  k  =  1 s , . J  l s t  s o m i t  d i e  N l a s c h i n e n v a r i a b l e  r  m r t
d e r  N l a s c h i n e n z e r t  t '  z a h l e n m d  B i g  g l e i c h .

A u s  d e n  G l e r c h u n g e n  ( 3 )  u n d  ( 5 )  l a 8 t  s i c h  d r e  N T a s c h i -
n e n v a r i a b l e  e l i m r n r e i ' e n .  E s  e r g r b t  s r c h  d a n n  z w r -
s c h e n  d e r  P r o b l e m z e r t  t  u n d  d e r  N l a s c h i n e n z e i t  t *
d r e  B e z i e h u n g

, ,  -  )" ,
K

,1_ _
nt

a -
| , . 1 :

^fu

x ( x t )

( 6 )



W i r d  a l s o  i m  l e t z t e n  B e i s p i e l  k  =  ) '  =  1 0 s - 1  g u -

w d h l t ,  d a s  h e i B t  u ' e r d e n  a l l e  I n t e g r i e r e r  m i t  d i e s e m

k - F a k t o r  g e s t e c k t ,  l i i u f t  d e r  S c h w i n g u n g s v o r g a n g  i n

" E c h t z e i t "  a n  d e r  N l a s c h i n e  a b .

D a  a b e r  n u r  k - W e r t e  v o n  1 ,  1 0 ,  h d u f i . g  a u c h  1 0 2

u n d  1 0 3  a m  A n a l o g r e c h n e r  v e r u i r k l i c h t  s i n d ,

k o n n e n  n u r  S y s t e m e ,  d i e  u n t e r  Z e t t d e h n u n g
( 1  >  1  r - 1 )  u n d  \ \ ' a h l  e i n e r  Z e h n e r p o t e n z  l r a n s f o r -

m ie r t  u 'u rden ,  du rch  nach t rdg l i che  Er fu l l ung  de r

E c h z e i t b e d i n g u n g :  k  =  I

i n  P rob lemze i t  am Ana log rechner  w iedergegeben

w e r d e n .
D a s  B i I d  5  z e i g t  d i e  z e i t n o r m i e r t e  R e c h e n s c h a l -

t u n g  a u s  d e m  B i l d  3  i n  E c h t z e i t d a r s t e l l u n g .

B i l d  5 .  Ze i tno rm ie r te  Rechenscha l tung  des  gedS.mpf ten  Schw ingers

g e u , i s s e n  Z e i t b e r e i c h  -  d r e  z u  n o r m i e r e n d e n
G  r o B e n  d e n  W e r t e b e r e i c h

- x m  <

- x m  ( x  ( * x m  m i t x * =  l * l * " *

e innehmen,  bzw.  du rch  ih re  Max ima l r , r , ' e r te  d i v i -
d i e r t  i n  f o l g e n d e m  E i n h e i t s b e r e i c h  l i e g e n

-1 < -I- <
x

m

- 1  <  
t

Xm

D e s h a l b  s i n d  x '  u n d  x  i n  d e r  G l e i c h u n g  ( 4 )  e n t -
s p r e c h e n d

x ' = x t . x '

Y=-b{-Oti r
*rol=niv1fl:r^ und (?)

u t  n u
I  X = X '  X

I r:^?\".t '"

, ,  6  ,  @ i  ( x  :  l i e s :  x - n o r m i e r t )
v = _ _ v r . _ -  r^ 7v^ )u2 

n 

"u 
subst i tu ieren.  x '  und x

-  kn  s ind  d imens ions lose  Var ia -
r ' (0 )= f  ;  r (0 : rg  b le  im  Masch inenbere ich  -1t \ '  

u i "  i r .  r ;  ,  d ie  no rm ie r te
Ablei tung,  is t  in fo lgendem
n ich t  zu  ve rwechse ln  m i t
( x ) '  ,  de r  Ab le i tung  von  x .

Mit  der Gleichung (7)  erhAl t

man iiber

d , , t Z( x '  x '  ) '  =  -  * x ' x !  - - J x x - -r -  m,  I  :  - -m 
,Z :  

- - rn3 . 2  N o r m i e r u n g  d e r  a b h d n g i g e n  V a r i a b l e n  -  A m -
p l i t udenn  o rm ie rung

L iegen  f i i r  d ie  An fangswer te  e ine r  D i f fe ren t iaL -
g le i chung  zu  g ro8e  Wer te  vo r ,  t i be rsch re i ten  d ie

Rechengro l3en  den  du rch  d ie  E lemen te  gegebenen

B e r e i c h e  v o n  - 1  b i s  + 1 .  E x t r e m  k l e i n e  A n f a n g s -
wer te  w i l rden  d ie  E lemen te  unbe f r i ed igend  aus -
s teuern  und  zu  g ro8en  Feh le rn  f r . i h ren .  D iese  ve r -
s td rke rbed ing te  E insch r inkung  des  Wer tebere ichs
er fo rde r t  e ine  Normie rung  ( f r i r  pe r iod ische  Vor -
g A n g e  -  A m p l i t u d e n n o r m i e r u n g )  a l l e r  a n  V e r s t d r -
ke rausgdngen  au f t re tenden  R  echengroBen .

D ie  ze i tno rm ie r te  D i f fe ren t ia lg le i chung  (4 )  f i i h r te
zu r  Rechenscha l tung  im  B i id  5 .  Dor t  t re ten  x '  und
x  an  den  Ausgdngen  de r  Vers td rke r  au f ,  d ie  fo lg -
l i c h  b e i d e  n o r m i e r t  w e r d e n  m u s s e n ,  F i i r  e i n e  g e -
gebene  Au fgabe  ' * ' e rden  -  m indes tens  in  e inem

d ie  ze i t -  und  amp l i t udennormie r te
g le i chung

I

x
o=  _ r  ( 6 4 /

x
m

D i e  A u f g a b e  d e s  l . I n t e g r i e r e r s  d e r  R e c h e n s c h a l -
tung  im  B i ld  6  i s t  es ,  d iese  G le i chung  zu  in te -
g r ie ren  und  x '  zu  gew innen .  Der  2 .  I n teg r ie re r  e r -
rechnet x nach der le icht  zu bestdt iee.rd"er ,  f f ie 'n=J&A^-
t i t a t

X
x '  m i t x ( O )  =  0

*,,'

, -
L

m i t  x '  ( 0 )

D i f f  e ren t ia l  -

( ! ) ' =

( x ) '  =

f r '  # * .

I**
xm

Die  G le i chungen  (Ba ,  Bb)  f t i h ren  in  de r  be re i t s
b e s p r o c h e n e n  W e i s e  a u f  d i e  z e i t -  u n d  a m p l i . t u d e n -
n o r m i e r t e  R e c h e n s c h a l t u n g  i m  B i l d  6 .

( 8 b  )

B i i d  6
Ze t t -  und  amp l i t uden-
norm ie r te  Rechen-
scha l tung

, , 6 , O ) i
{=-  *y :  S, {/\'

K'(0)= P; rfu)= rp
A,

l t 
"|  { '=  t r ' '  K-

l r = o  ; ;
I

.  t r  A  ,  O n  X mE)=-;r' # vffr
(f)'= 3n rl

A m
t t  u

n



4 .  A b s c h d " t z u n g  ! ' o n  \ I a x i n i a L -
w e r t e n

U m  e i n e  A u f g a b e  n a c h  A b s c h n i t t  - 3 . 2  z . u
n n r m i o r . o n  i c f  p ,.  - s  z u \ r o r  n o t w e n d i g ,  c l i e

M a x i r n a l w e r t e  a l l e r  i n  d e r  R e c h e n s c h a l -

t u n g  a u f t r e t e n d e n  ! - a r i a b l e n  z u  k e n n e n .

F o l g e n d e  N , T o g l i c h k e i t e n  k i j n n e n  d i e s e t '
r - n , " l , o , , o i * r r n -  n i i r  Z l i c h  S e i n .

.  I l a s  z u  s i m u l i e r e n d e  S r , - . t e m  i s t  i n  d e r  f ' r a > : i s

b e r e i t s  g e n u g e n d  b e k : r n n t ,  o d e r  e s  b e s t e h e n

f  I  o d e i i e ,  a n  d e n e n  d r e  \ l  a x i m a l \ \ ' e r t e  i r e r e i t  s

m  e i J t e r : h n i s c h  e r m i t t e l t  u ' u r d e n .

L  \ u s  d e r  m a l h e m a t i s c h e n  R e s c h r e i b u n g  d e s  S v -

s i e n ' i s  m i t  d e n  - { n f a n g s , , v e r t e n  o d e r  d e n  S t o r -

{ r o 8 e n  k o n n e n  u n t e r  g e u  i s s e n  A n n a h m e n  N { a x i -

r n a l r , "  e r t e  a b g e s c h a t z l  r v e r d e n ,  d i e  i m  a i l g e -

m e i n e n  e i n e  h i n r e i c h e n d  o p t i m a l e  N o r m l e r u n g

d e r  \ r a r i a b l e n  g e s t a t t e n .

3 .  I n  v i e l e n  F d l I e n ,  b e s o n d e r s  b e i  n i c h t l i r t e a r e n

S y s t e m e n ,  i s t  e i n e  A b s c h d t z u n g  d e r  M a x i m a l -

r ve r te  n i ch t  ohne  w 'e i te res  mog l i ch .  Man  ge lang t

hdu f ig  schne l le r  a l s  du rch  e ine  e ingehende
mathemat i sche  Ana lys  e  zo r  op t ima len  Scha l tung ,
wenn  man  t i be r  d ie  Ze i tno rm ie rung  du rch  e ine
gee igne te  Wah l  von  I  au f  gu te  t r i ns te l l ba rke i t

de r  Koe f f j . z ien ten  p rog rammie r t  und  g rob  ge -

schd tz te ,  mog l i chs t  g le i che  Max i rna lwer te  f r . i r

d i e  V a r i a b l e n  a n n i m m t .  D e r  p r o b e w e i s e n  R e c h -
nung  m i t  de r  ge fundenen  Scha l tung  kann  man

dann  gen i igend  genaue  Max ima lwer te  en tnehmen

und  in  e inem z rve i ten  Programmie rsch r i t l  zu r

o p t i m a l e n  S c h a l t u n g  k o m m e n .  i t b e r s t e u e r t  b e i

de r  P roberechnung  e in  In teg r ie re r ,  so  konnen

d ie  t r i ngangsgroBen  du rch  vo rgescha l te te  Po ten -
t i o m e t e r  g e n t i g e n d  h e r a b g e s e t z t  w e r d e n .

F t i r  d ie  hneare  Schw ingungsd i f fe ren t ia lg le i chung
l a s s e n  s i c h  d i e  g e s u c h t e n  W e r t e  j e d o c h  d u r c h  e i n -
f a c h e  A b s c h d t z u n g s a n w e i s u n g e n  g e w i n n e n .  S i e
hdngen  davon  ab ,  ob  das  Sys tem durch  An fangs -
wer te  oder  du rch  S to rg ro fJen  rn  Schw ingungen  ve r -
s e t z t  w i r d .

4 .1  E r regung  du rch  An fangs -
wer te

Wi rd  de r  l i nea re  Feder -
Di impfer -  Mas s e -  Schwinger
im Bi ld 7 durch c l ie Anfangs-
wer te  x (01  =  xo  und  i (O ;  =

; i o  e r reg t ,  l en t  s rch  d ie  Lo -
sungs funk t ion  x ( t )  des  unge-
ddmpf ten  Sys tems  (d  =  0 )
bekannt l ich a1s Uber lagerung
der  Te i l l osungen

' ; { = U  Y n
U

> , ' h u  i n g e r  d u r c h  A n f a n g s u ' e r t e  e r i ' e g t

Q ! = !
u m ,

. 2
r = - d  Y - o 6 {

/ .
1 /  c  , r n 1 ?

.Ym =Vrf * lq
K7n: CD7 {nt

n
6 =  *- m .

Y

I)araus  geu ' inn t  man d ie  Abschd. tzung fu r  x r r , ,

- ,--i- -. t
X m =  l ' . ; .  l * o lv  \ ,  '

o

(  e a )

D i e  - A . b l e i t u n g  d e r  u n g e d d m p f t e n  L o s u n g s f u n k t i o n

n a c h  d e r  Z e l t  e r g i b t  f o l g e n d e  B e z i e h u n g  z w i s c h e n

d e m  m a x i m a l e n  S c h r v i n g r , - , € g  x -  u n d  d e r  m a x l m a l e n

Sc hwin  gg  e  s  ch  rv ind igke i t  i r r .

*m =  OoXm ( e b )

F u r  g e d d m p f t e  S y s t e m e  ( d  )  0 )  t i e g e n  d i e  g e -

s u c h t e n  M a x i m a l w e r t e  s t e t s  u n t e r  d e n  n a c h  ( 9 a ,  b )
z u  e r r e c h n e n d e n  W e r t e n .

z . B .  M i t  d e n  W e r t e n :

6  =  4 , 5  s - 1 ; u Z  =  9 o o  s - 1 ,  *  ( o )  =  0 , 3  c m  u n d

x  ( 0 )  =  1 2  c r n f  s

f r . i r  das  Sys tem im B i l , d  ?  e rg ib t  s i ch  d ie  D i f -
i e r e n t i a l g l e i c h u n g

- 4 , 5  s - i  i  -  g o o  
" - 2  " ,

d ie  i n  Ech tze i t  zu  s imu l ie ren  i s t .

F i i r  d ie Zei tnormieruns r  = ) '  t  w5-hl t  man i  =

1 0  s - i .  F t i .  d i e  M a x i m a l w e r t e  e r g e b e n  s i c h
n a c h  d e n  G l e i c h u n g e n  ( 9 a ,  b )

x  = 0 , 5 c m
ITI

i -  =  1 5  c m / s  b z w .  x

Die Maschinenglei .chungen
s o m i t

( " '  ) '  =  - 0 , 4 5  
I '  

-  3  x

b z w . ( x ) '  =  3  x '

Zur Echtzei ts imulat ion is t  an der Maschine
k  =  L  =  1 0  s - I  , u  s e t z e n .

Das  be rechne te  Be isp ie l  f t i h r t  zu r  Rechenscha l tung
i r n  B i l d  B .  D i e  L o s u n g s f u n k t i o n e n  x '  ( z )  u n d  x ( z )

k/= -0,45 x'-Jf

f,,(o)__4s

([) ':3f '

f (0)=48

?,":k = 70 S-7

- = 1 , 5 c m

nach (Ba,  b)  lauten

m i t  x '  ( 0 )  =  0 ,8

m i t x  ( 0 )  = 0 , 6

i
o  s in

u)o

FuhelaTe: t= 0

d a r s t e l l e n .

0rot + xo cos root

B i l d  B .  R e c h e n s c h a l t u n s  f r j r  E c h t z e i t s i m u l a t i o n



der  Scha l tung  s  j nd  im  B i ld  9  a  i n  Abhdngrgke i t  von
d e r  M a s c h i n e n v a r i a b l e n  r  u n d  r m  B i i d  9 b  a 1 s
P h a s e n d i a g r a m m  ( x '  a u f g e t r a g e n  J b e r  x )  s ' i e d e r -
g e g e b e n .  D i e  v o l l e  A u s s t e u e r u n g  d e s  E u r h e i . t s b e -
r e i c h s  b e s t i i t i g t ,  d a B  b e i d e  V a r i a b l e n  r i e h f i o  n o r -

m ie r t  wurden .

B i l d  I  a .  Losungs funk t ionen  x  ( r )  und  x t ( r )  de r
Schal tuns i .m Bi ld B

5ft)

B i l d  I  b . Phas  end iag ramm der  Schw ingerscha l tung
im B i ld  B

U m  d e n  A u f z e i c h n u n g e n  d i . e  p r o b l e m w e r t e  z u  e n r -
n e h m e n ,  i s t

1 .  d i e  r - A c h s e  m i t  d e m  f e s t g e s e t z t e n  i _ W e r t  r n
d i e  P r o b l e m z e i t  t  u m z u r e c h n e n .  I n  B i l d  g  a  e n t _
s p r i c h t  s o  d e m  G e s a m t m a 8 s t a b  z  =  1 5  e i n e  Z e i t
,  r  1 5
f  = - =  -  1  <  -. 1  -  I  r ! ,  5 .

/ u  1 0 s  
-  t

2 .  de r  E inhe i t sma lSs tab  f r . i r  x '  und  x  nach  de r
G l e i c h u n g  ( 7 )  m i t  d e n  M a x l m a l l r e r t e n  x i '  u n d  x -
z u  m u l t i p l i z i e r e n .  S o  e n t s p r i r . h t  i n  d e n  R i l c l  e r n
9  a  u n d  I  b  d e r  n o r m i e r t e n  G r o 8 e  x '  =  1  e i n e
G e s c h w i n d i g k e i t  v o n  1 5  c m / s  u n d  x  =  1  e i n
S c h w i n g w e g  v o n  0 , 5  c m .

Be i  Verz i ch t  au f  e ine  Ech tze i t s imu la t i on  des
l e t z t e n  B e i s p i e l s  h d t t e  m a n  a u c h  ) "  =  , o  =  3 0  s - 1
wdh len  konnen .  Es  e r rechne t  s i ch  dann
* i ' '  =  xm i  0 ,5  cm und  d ie  Masch ineng le i chungen
lau ten  ' i e t z t

( x '  ) '  =  -  o ,  15  x '  - x .

( x ) '  =  x '

m i t  x ' ( 0 )  =  0 , 8 ,

m i t x ( 0 )  = 0 , 6 .

S i e  f t i h r e n  z u r  R e c h e n s c h a l t u n g  i m  B i i d  1 0 .

E in  Verg le i ch  m j . t  de r  Scha l tung  im  B i ld  B  ze ig t ,
d a 8  s i c h  b e i  f r e i e r  -  n i c h t  d u r c h  d i e  E c h t z e i t b e -
d ingung  e ingeschrdnk te r  -  Wah I  von  I  zw .e i  Po ten -
t i omete r  wegen  Xm =  x r '  e r r i b r i gen .  Man  ge lang t  so
zur  e in fachs ten  Rechenscha l . tung  des  geddmpf ten
S c h w i n g e r s .

4 .2  E r regung  du rch  e ine  Sprung funk t ion

Der  Schw inger  j . rn  B i l d  11  so l i  du rch  e ine  sp rung-
fo rm ige  Anderung  de r  Koord i l a te  xs  um x=^  e r reg t
werden .  D ie  D i f fe ren t ia lg le i chung  des  Schw ingungs-
vo rgangs  lau te t  j e t z t

, l  { "  -  
" " )  

m i t  den  Wer ten
( 1  0 )

x ( 0 )  =  0 ;  i l o ;  =  0  u n d  * "  =  
" r *

Un te r  dem E in f l uB  e ine r  de ra r t i gen  S t6 rung  kann
im ungedz impf ten  Fa1 l  d ie  Losungs funk t ion  x ( t )  d ie
d o p p e l t e  S p r u n g h o h e ,  n d m l i c h  2  x " _ ,  e r r e i c h e n .
I m  s t a r k  g e d d m p f t e n  F a l I  w i r d  x ( t )  z u m i n d e s t  x " _ .
M a n  e r h d l t  s o  d i e  A b s c h d t z u n g

X m = 2 * " _  ( 1 1 a )

D ie  ungeddmpf te  Schw ingung  w i rd  e ine  Amp l i t ude
von  xm/2  um den  M i t teLwer t  x " -  haben .  So  e rg ib t
s i ch  en tsp rechend  de r  G le i chung  (9b )  f t i r  den  Max i -
ma lwer t  von  i -  d ie  Bez iehung

-^m

d i

1
:  ( r J ^ x') v t-Y] ( 1 1 b )

( r ' ) ' :  -  o,7J r- ' -  4
t r ' ( 01=s , t

( i l ' =  x '
4 (o) = o,€

z . B .  D a s  S y s t e r n  i m  B i l d  1 1
h a b e  d i e  W e r t e :

, ? .  =  5 0 0  s - 2 ;  * " -  =  0 , 5  c m

d  s e i  r m  B e r e i c h  z u . i s c h e n
0  u n C  3 0  s - I  v e r d n d e r l i c h "

F r i r  d ie  Ze i tno rm ie rung
wAh le  man  1  =  0o  =  30  s -  1

4r);['(r)

Bi ld  10 .  Rechenscha l tung  be i  f re ie r  Wah l  von  I



o0

o

_ C
m
i: m

{

{= - U A -

X m 't t u

km

a

o; (K- rs /

= 6 ^ s m

7  - _: T w o ^ mB i . l d  1 1

Schwinger  du rch

Sto r funk t ion  x -  e r reg t
S

N a c h  d e n  G t e l c h u n g e n  ( 1 1  a  u n d  I  1  b )  e ' r n d i r

man d ie  Max i .ma l ,wer te

= 1 c m

=  1 5  c m / s  b z w .  
" i r .  

=  0 , 5  c m

X
m

m

und damit

( " '  ) '  =

( * ) '  :

d i e

A
- T A

0 , 5  x

N{a s chinengle ic  hunge n

' - 2  x * x  m i t x  =
S S

X

X
S M

_a

(['f = -

(r) ' :  45 _r. '

- t  (=rs)

Bi id  12 .  Rechenscha l tung  f r i r  sp rungha f te  S to rung

B i l d  1 3  a .  S c h w i n g w e g  b e i  s p r u n g f o r m r g e r  E r r e g u n g  ( S c h a l t u n g  B i l d
i

4-(r)

4 .3  Er regung  du rch  e l .ne
*B  pe r iod ische  S to rung

, 
Das System im Bi ld t r  1 sol1
r iu rch  e ine  pe r iod ische  S to -
rung  en tsp rechend

x  =  x  .  s i n o r  t
s s m

e r r e g t  w e r d e n .  D i e  b e -
sch re ibende  D i f fe ren t ia l -
g le ichung lautet  nun

. 2x  =  -  o  *  - r ;  ( * -  * r _  s i n  o  t )  ( 1 2 )

Die maximale Ampl i tude der
Losungsfunkt ion x( t )  hdngt in
d iesem Fa l1

1 .  v o n  d e m  V e r h d l n i s  d e r

e r regenden  F  requenz  a i
zu r  E igen f requenz  o . ro  ab .
F t i r  o  =  coo  e r t ' e i ch t  d te
e rzwungene  Schw ingung
i h r e n  g r o B t e n  W e r t  ( R e -

s o n a n z  ) .

2 .  v o n  d e r  D i i m p f u n g s g r o B e

d  d e s  S y s t e m s  a b .  I m
R e s o n a n z f  a l - l '  w i r d  f u r  d  =

0 die Ampl i tucie co.

Der  Po ten t iomete rwer t l i eg t  zw ischen  0  und  1
0
T

D i e  R e c h e n s c h a l t u n g  d i e s e s  B e i s p i e l s  z e i . g t  d a s
B i I d  1 2 .  E i n i g e  c h a r a k t e r i s t i s c h e  L o s u n g s k u r v e n

A
f D r  i  s i n d  i m  B i l d  1 3  w i e d e r g e g e b e n .

Bi l -d  13 b.  Phasendiagramrn fur  Schwingschal tung in ' r

B i t d l 2 f u r 4 =  0 . 1
L

! r'- zx
2 . -

Ys=

Ys(t)

r (T )  6 t ^=n

n 1

q3

1 2 \



z .B .  De r
habe die

6 =  7 , 5

Schwinger im
Wer te :

s - 1 ,  @ 3  =  9 o o

( 1 3 a )

( i 3 b )

B i l d  1 1

S

Fiir Ddmpfungen d > 0 und t,r =

ots erre icht  d ie erzwungene
Schwingung fo lgende Maxlmal-
wer te

6)n
cos ;t

5 .  E r z e u g u n g  u n g e -
( [ ' ) ' = -4?54 ' - t +4Z5S inXr  ddmp f te r  Sc r rw tn

g u n g e n

@o

"* 
=-f,

i a n  = ' o

Y

S I n

X
m

und  werde  du rch  x "  =  0 ,2  cm .

s in  o t  t  e r reg t .  D ie  F requenza
d n d e r e  s i c h  v o n  1 0  b i s  1 0 0  s - 1 .

F t i r  d ie  Ze i tno rm ie rung  wdh ie  man  w ieder  l .  =  30  s - ] .
M i t  d e n  G l e i c h u n g e n  ( 1 3 a ,  1 3 b )  e r h d l t  m a n  d i e
Max ima lwer te

x m  =  4 .  O , 2 c r r r =  0 , B c m

*r . , .  =  24  c rn fs  bzw.  *L  =  0 ,8cm

Die  Normie rung  von  G le i chung  (12 )  f r i h r t  zu  den
Mas  chheng le i chungen

( r '  ) '  =  -  0 , 2 5  x '  -  x  +  0 , 2 5 s i r r f r

(x) '  = r '  .
I m  B i l d  1 4  i s t  d i e  R e c h e n s c h a l t u n g  d i e s e s  B e i s p i e l s
w iedergegeben .  Das  B i . l d  15  ze ig t  d ie  e rzwungene
Schwingung  x ( t  )  i n  Abhz ing igke i t  von  de r  l i nea r
ve rdnder ten  S to r f requenz  co .  D ie  no twend ige  S to r -
schw ingung  u ' i rd  nach  de r  Scha l tung  im  B i ld  17
g e w o n n e n .

B i l d  1 4 .

rft)

Bi ld  1  6 .  A rnp i i t udens tab i l e r  S inus -Cos inus -Osz i l l a to r

Abschd tzungs fo rmeLn  f r_ i r  N lax ima lwer te :

D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g ;  ; i  =  -  d x  - o 2  1 x  -  x r )

Anregung
d u r c h :

An fangswer te

x ( 0 )  =  x o

* ( 0 )  =  i o

Sprungfunkt ion

" s  
=  X s -

P e r i o d i s  c h e
Sto rung

Xs = Xsm sin ro t x  =  u r^x -
I n  v  l l l

R . i : , 1  1 6  F  n z r r t t n d o n o  Q n h r r  i n a r r r ' n  i ^D r r u  r J .  t - L ' L \ \ u l r B - , .  , , - , 6 * " E  J e 1

der ten  S tc . ' r f requenz  c r ,  -  Scha l tunq

([)': r'

Rechenscha l tung :  Schw inger  m i t  pe r rod rscher  S to rung

t lngedAmpf te  S inus -  oder
Cos inusschw ingungen  wer  -
den  a l s  pe r iod isc l ' l e  S to r -
funkt ionen f r i r  Schwingungs -
s y s t e m e  o d e r  a u c h  z u r
F requenz  gangana lyse  be -
nutzt .  Dazu sol l te d ie
Kre is f requenz  c r l  d jese r .
Schw ingung  von  Hand  oder
n a c h  e i n e r  v o r g e s c h r i e b e -

benen  Zer t funk t ion  ge r inder t  r ve rc jen  konnen .

.Eine Schaltung fr-]r elne ungeddmpfte .S<hiu:n=
n ' r n ^  i ^ +  ^ " ^- l { l lgg-rsr  aus c ier  normierten Schwrnzungsglei -
c h u n g  i m  B i i d  6  f r i r  d  =  O z u  e r h a l t e n . . p r  * _

= t d 6  X p r  e r g i b t  s i c h  f r - i r i  c t e .  W e . t ? .  D r e
x_^ L

be  ide r r  noc  h  v  e rb le rbender fpo t  e  n r romete f  c ,  r  -
4 . ,

Ot  ha l ten  so  den  g le i chen  Wer t  " l  .  I , -o t - c ie r t  rnan

a m  A u s g a n g  d e s  f  .  i n t e g r r e r e r s  -  r '  =  s i n
(,Jo

1 -  T ,  m u l S  d e r  A n f a n g s w e r t  x ' ( 0 ) =  0  g e s e t z t
t \ -

r v e r d e n .  A r n  A u s g a n g  c l e s  2 .  I n t e ' g r i e r e r s  \ { , , t i  c . i
@ o

f u r -  x :  c o s  .  z  d e r  A n f a n g s r v e r . t  x  ( 0 )  =  i .
L

I J r e  s c - r  g e w o n n e n e  S c h a l t u n g  r n r  R i l r i  I  f i  r . r . z e r - r q t

s o m r t  a n  r i e n  e r n g e z e t c h n e t e n  S t e l i e n  e l n e  u n g e -
d d m p f t e  S r n u s -  u n d  ( l o s i n u . s s < : h w r n q r i n g r  d i e  i r _ i r

e r n e r  v e r a n  -

B i l d  1 4

O ) d
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Bi ld  1?
Srnus -  Cosinus- Oszi l la tor
m i t  va r iab le r  F requenz

0to

a1 le  e ins te l l ba ren  Wer te  von  
l -  

(m i t  de r  E ingangs-

wer t i gke i t  de r  In teg r ie re r  b i s  10 )  no rm ie r t  i s t .

Durch  g le l chze i t i ges  Verd .ndern  de r  be iden  Po ten -

t iometer l ; i8 t  s ich die Frequenz der Schwingung

var i i e ren .

So l l  d ie  F requenz  nach  e ine r  bes t immten  Funk t ion

o l  ( r )  v e r i n d e r t  w e r d e n ,  m t i s s e n  b e i d e  P o t e n t i o -

mete r  du rch  Mu l t i p l i z ie re r  e rse tz t  werden ,  d ie  d ie

Var iab le  o l ( r )  i n  de r  Scha l tung  w i rksam werden

lassen  (B i l d  1? ) .  E ine  genauere  Ana lyse  de r  . .
Rechenscha l tung  fo rde r t  a l l e rd ings ,  da8  d ie  Ande-

rung von to gent igend langsam erfo lgen mufJ,

Bedingung:  or  ( r )  '  r  <

um e j r re  s to rende  Amp l i t udendnderung  zu  ve rme iden .

Auch  d ie  Feh ie r  de r  Rechene lemente  konnen

b e i  l d n g e r e n  R e c h e n z e i t e n  z u  u n e r w r i n s c h t e n  A b -

we ichungen  von  de r  An fangsamp l i t ude  f i i h ren .

Fur  Resonanzun te rsuchungen  i s t  aber  e ine  i i be r
e n d i g .  S i e  i s t

du rch  zwe i  R i i ck f i i h rungen  ( i n  den  B i l de rn  16  und  17

ges t r i che l t  da rges te i l t )  zu  e r re i chen .  D ie  R i l ck -

f r i h rung  i i be r  das  m i t  k le inem Wer t  e inges te l l t e

Po ten t iomete r  en tsp r i ch t  e ine r  ge r ingen  nega t rven

D impfung  und  bew i rk t  e j r re  l angsame An fachung  de r

Schw ingung .  Das  gegene inandergescha l te te  Zener -

diodenpaar erzeugt dagegen eine starke Di impfung,

soba ld  d ie  Spannungsamp l i t ude  d ie  Durchbruchs -

spannung  de r  D iodenanordnung  t i be rs te igen  moch te .

Durch  e ine  gee igne te  Wah l  de r  D ioden  kann  so  e ine

B e g r e n z u n g  b e i  d e r  E i n h e i t s g r o 8 e  1  e r f o l g e n .  R e i

d iesem Wer t  s tab i l i s i e r t  s i ch  d ie  Amp l i t ude  de r

Schwingung. Die VSfru*{er  Kurvenform ist

du rch  e inen  k le inen  Wer t  des  An fachpo ten t iomete rs

ve rnach ld8 isbar  k le in  zu  ha l ten .

1 t
t l
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1 .  N i c h t l i n e a r e  e i n l d u f i g e  S c h w i n g e r

E in  Sys tem und  somi t  d ie  beschre ibenden  D i f fe ren -
t i a lg le i chungen  s ind  n i ch t l i nea r ,  wenn  d ie  abhdng i -
gen  Var iabLen  oder  de ren  Ab le i tungen  von  anderem
a ls  1 .  Grad  au f t re ten ,  d .  h .  wenn  man  G l ieder  de r
F o r m :  x  i ,  x 2 ,  f 1 x ; ,  x  * 2 ,  s i n ( x )  u s w .  v o r f i n d e t .
Me thoden ,  d ie  du rch  Superpos i t i on  von  E inze l l o -
sungen  zu r  Losung  f i i h ren ,  sche i . te rn  be i  n i ch t l i ne -
a ren  D i f fe ren t ia lg le i chungen  ebenso  w ie  das  Ver -
fah ren  de r  Lap lace -T rans fo rmat ion .

Desha lb  kommen gerade  be i  n i ch t l i nea ren  Au fgaben
d ie  Mog l i chke i ten  des  Ana log rechners  vo l l  zu r  Ge l -
tung .  E r  w i rd  g rundsd . t z l i ch  so  w ie  be i  l i nea ren
D i f fe ren t ia lg le i chungen  p rog rammie r t .  Abgesehen
von  de r  h5"u f ig  umfangre icheren  Vorbere i tung  t re -
ten  ke ine  zusd tz l i chen  Schw ie r igke i ten  au f .  A l l e r -
d ings  mr i ssen  je t z t  neben  den  Var iab len  auch  Funk -
t i onen  no rm ie r t  werden .

An  e in igen  Be isp ie len  so l l en  d ie  Me thoden  sk i zz ie r t
w e r d e n .  W e n n  d i e s e  v o r n e h m l i . c h  a u s  d e m  B e r e i . c h
der  mechan ischen  Schw ingungen  ausgewdh l t  worden
s l . n d ,  s o  g e s c h a h  d i e s  w e g e n  d e r  h d u f i g  g r o B e r e n
A n s c h a u l i c h k e i t  d e r a r t i g e r  S y s t e m e .

1 . 1  M a t h e m a t i s c h e s  P e n d e l  b e i  k l e i n e n  u n d  s r o f J e n
Aus  sch l6gen

D ie  Mog l i chke i ten  des  AnaLogrechners  zu r  Losung
n ich t l i nea re r  Sys teme Lassen  s i ch  gu t  am mathe-
m a t i s c h e n  P e n d e l  b e i  v e r s c h i e d e n  g r o B e n  A u s -

l J i l d  1 .  M a t h e m a t i s c h e s  P e n d e l

s c h l A g e n  u n d  b e i m  r i b e r s c h r v i n g e n d e n  P e n d e l  s t u -
d i e r e n ,  w e n n  e i n e  s t a r r e  P e n d e l s t a n g e  v o r a u s g e -
s  e t z t  w i r d ,

Das  in  B i l d  1  da rges te l l t e  Pende l  de r  LAnge  I  f r i h r t
nach  Aus lenkung  umg(0 )  =  gg  oder  (und)  anges to -
l3en  m i tg (0 )  =  9g  f re ie  Schw ingungen  um d ie  Ruhe-
lage  I  =  0  aus .  D ie  BewegungsgJ .e i chung  au f  de r
Erdober f l dche  (E rdbesch leun igung  g )  e rg ib t  s i ch
aus  dem zu  jeder  Ze i t  g r iL t i gen  Momentensa tz

, n t z q r = - m g l s i n g

m i t  d e n  A n f a n g s w e r t e n  g ( 0 )  = f  g ,  9 { O )  = 9 g

a)  I - i nea r i s ie r tes  Pende l

F l i r  k le ine  g ,  d .  h .  f r i r  s ingw g  ,  e rg ib t  s i ch  da raus
d ie  l i nea r j . s ie r te  Pende lg le i chung

, =  - 1 r .
Diese  zuvor  behande l te  unged? impf te  L ineare  D i f fe -
ren t ia l .g le i chung  2 .  Ordnung  ha t  d ie  ha rmon ischen

L o s u n g e n  s i n  o . t  u n d  c o s r o O t ,  r O  =  
V f  

i s t  d i e

E igen f requenz  des  l i nea r i s ie r ten  Pende ls .

Wenn  be i  g ro l3e ren  Aussch lAgen  ke ine  L inear i s ie -
rung  de r  e in fachen  G le i chung  (1 )  mehr  e r laub t  i s t ,
w t i rde  d re  ana ly t i sche  Behand lung  be re i t s  au f
e l l i p t i . sche  In teg ra le  f r i h ren .  Am Ana log rechner
genr ig t  e ine  Nachb i ldung  de r  S inus -Funk t ion ,  d ie
in  ve rsch iedenen  FA l len  im  foLgenden  geze ig t  w i rd ,
u m  d i e  L d s u n g  z u  g e w i n n e n .

Zur  Normie rung  de r  Pende lg le i chung  s ind  d ie
Max ima lwer te  P6  und  @-  e r fo rde r l i ch .  F r - i r  k le ine
Ps ind  d ie  Abschd tzungs fo rme ln  f r . i r  d ie  l i nea re

D i f fe ren t ia lgJ .e i chung  zu  benu lzen .  F i i r  g ro f i e re  i s t
e i n e  B e z i e h u n g  z w i s c h e n r i , -  u n d P 1 n  a u s  d e m E n e r -
g i e s a t z  z u  g e w i n n e n ,  d e n  m a n  d u r c h  I n t e g r a t i o n d e r
Schw ingungsg le i chung  e rhd l t

my  _  U ) ^
I T I U

zu i i t=  -  
f  

s ino  (1 )

(m\
U -  U

ng

i ,  ̂ t ' (d - ) '  =  msr (1-cosp, . , , )

Mit  or '  = 
f f i -e"gibt  

s ich daraus

( 1 - c o s p _
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B e i  S c h w i n g u n g e n  b i s  z u m  o b e r e : .  : : . . . . : . :  :  - :  i
kann  somi t

Q r n l r t '  i n . i  2 c " ' O

b e n u t z t  w e r d e n .

M i t  d e n  N o r m i e r u n g s b e z i e h u n g e n

t r  =  ) " t ,  Q=  ge rn ,  q '=  (g '  e ' . .

e r h d l t  m a n  d u r c h  N l u l t r p h k a t i o n  ' ' . , n  C ' . e r . ; r ; n .  ( 1 )

.  I  I  . .
m i t  - ;  - : ; -  d i e  n o r m  j e r t e  P e n c e i g . v : ,  i  i r . i

7 z  9 ;

1 L
P , r 1  / 1 1 "  

-  
=  l l  h-  v !  \ . / .  q ,  2 a ^  " ' "' r - n  0

a'^ 2*"  )
P ( j 1  ( ' )  ) .  -  =  -  =  l )  l - i  ' i b  

.- / .  
p  L A  -  

v ' v u

n l m

L r e g t  P  -  S e d o c h  n i c h t  t  n  d  e r  N d h e  v o n  f r f  2  o d e r  , r ,
u n d  m o c h t e  r n a r r  c i i e  d a n n  e i n t r e i e n d e  s c h l e c h r e r e
A u s s t e u e r u n g  d e r  I n t e g r i e r e r  v e r n l e i d e n ,  s o  i s t  m i t
den  w i rk l l chen  N{ax ima lwer ten  zu  no rn t ie ren  und  in
d e r  R e c h e n s c h a L t u n g  e i n  P o t  ( 3 )  e i n z u f i i g  e n ,  d a l l  d  e n

@ @

\ f  e r t  3  o C e r  i P  e r . h a h "  D e r  S i r r r s -  F ' r r n k r i , r n s s e h e .
J L I ' )  " (

I -

b i l - d e i  c i a n n  w i e d e r  r i c h t i g :

( 3 )

a n 2
(Q' ) '

L "

- f  s in  (p  q)
a;

l a r
z . B .  -  s i n  l "  +  P l =  -  s i n  ( ?  q ) .

t  
. "  - j  m-

c )  P e n d e l  m r t  k l e i n e r e n  A u s s c h l i i g e n

( 1 )  F u r  0 , 1  (  9 m  <  n l 2  i s t  e i n  F e s t f u n k t i o n s g e b e r  w e -
g e n  m a n g e l n c i e r  A u s s t e u e r u n g  n i c h t  e m p f e h l e n s w e r t .
I s t  z .  B .  9 m  =  , t l 6  ( =  3 0 o )  ,  s o  e r r e r c h t  d e r  F u n k -
t i onswer t  s in  (9 , , f )  max ima l  i  0 ,5 .  Je tz t  so l l t e  bes -
s e r  e i n  e i n s t e l l b a r e r  F u n k t i o n s g e b e r  v e r w e n d e t  u n d
e i n e  s p e z i e l l e  N o r m i e r u n g  d e r  S i n u s - F u n k t i o n  w r e
fo lg t  vo rgenommen werden :

1
T

v
m

und  be i  f re ie r  Wah I  von  i=  @0

(9') '  = s in  (9  A )
rn-

m i t  den  An fangswer ten

o'tg1 = 9. t,o, = 
to

7 \ w ,  -  
0 _ ,  

- , " ,  -  
, _

Die  zwe i te  t r i v ia le  G le i chung  f t i r  (p ) '  soL l  h j .e r  und
nach fo lgend  n i ch t  mehr  gesonder t  geschr ieben  wer -
d  en .

Nach  G le i chung  (4 )  i s t  d ie  a l i . geme ine  Rechenscha l -
tung in Bi id 2 gebiJ.det  worden.

_sin (gr g)

B i i d  2 .  A l l geme ine  Rechenscha l tung  des
mathemat i schen  Pende ls

Je  nach  dem Bere ich  von  9*  kann  am Ana log rech-
ner  d ie  S inus -Funk t ion  au f  ve rsch iedene  We ise  e r -
zeug t  werden .  D iese  Mog l i chke i ten  so l l en  im  e inze l -
n e n  d i s k u t i e r t  w e r d e n .

b )  Pende l  m i t  g roBen  Aussch ldgen

Liegen die Weite f t i r  g, , '  im Bereich g* (  f ;  oOer

gms l t ,  so  i s t  d ie  Funk t ion  s in (g*g )  be reL t -s  no r -
m ie r t .  Man  ve rwende t  i n  d iesem Fa l l  am e in fach -
s ton  d ie  i n  den  Rechner  e inse tzbaren  fes te inge-
st  e l l ten Funkt ionsgebe r

( n  \

A = s i n t # E l  o d e r  A = s i n ( r r E )  .
\ z /

P , , ,  i s t  demnach  n f  Z  oaer f i  zv  wd .h len .  Dera r t i gen
Funk t ionsgebern  mu l3  *  E  und  -  E  zuge f r i h r t  wer -
d e n .  D u r c h  V e r t a u s c h e n  d e r  E i n g d n g e  i s t  d i e  n e -
g ie r t  e  S inus  -Funk t ion  zu  e rha l ten .

Nimmt man 9- = f t  an,  so ergeben s ich f r . i r  d ie Po-
ten t iomete r  i n  B i l d  2  fo lgende  Wer te :

s i n g  I  =
m- s 1 n  I m

s rn  p
m

s l n  p m p
lm Funk t ronsgeber  w i rd  Je rz t  d ie  Funk t ion  

; ;E -
m

durch  e inen  Po lygonzug  approx im ie r t .  Der  Fak to r
s inPm,  um den  d ie  S inus funk t ion  nun  g ro8er  nach-
g e b i l d e t  w i r d ,  i s t  d a n n  i n  P o t .  ( 1 )  d e r  S c h a l t u n g  z u
ben icks  i ch t i g  en .

F r . i r9 *  =  f i / 6  und  somi t  nach  G le i chung  (2 )
r /  1

p i r ,  =  
V ,  t ,  ;  U {  =  0 ,52  e rhd l t  man  foJ ,gende

Wer te  f t i r  d ie  op t ima le  S imu la t i onsscha l tung :

1 n l
Pot  (1) :  

, r -  
s in  

u  
= 

Oi '

t ;  o ^ 2
P o t  ( 2 ) z T : = f f i  =  0 , 9 9

r n t

1- =
2

0 , 9  ?

d)  Uberschw ingendes  Pende l

Fi i r  Pendelr . iberschld.ge,  e > t t  ,  d ie natr i rL ich nur
be i  anges toBenem Pende t  ( r i (O)  )  0 )  e rha l ten  wer -
den ,  s ind  Funk t ionsgeber  b i she r  genann te r  A r t
n i ch t  b rauchbar ,  da  s ie  m i t  genr igender  Genau ig -
ke i t  e ine  S inus -Funk t ion  nu r  t i be r  e ine  Per iode
nachb i lden  konnen .  E ine  Funk t ion  s in  g  e ine r  Var i -
a b l e n  9 ( z )  o h n e  B e s c h r d n k u n g  i n  d e r  P e r i o d e n z a h i
kann  aber  a1s  Losung  de r  ungedd .mpf ten  Schw in -
gun$sd i f fe ren t ia lg le i chung  e rzeug t  werden ,  wenn
i . i be r  d ie  Ab le i tung  g ' ve r f r " i g t  werden  kann .  Le i ten
w i r  zund .c fs {  e ine  so lche  Funk t ionsgeberscha t tung
^ k

Setz t  man

A ,  =  s i n g ,  A Z  =  c o s q ,

so  f i nde t  man  du rch  D i f fe ren t ia t i on  nach  r  d ie  be i -
den  zugehor igen  D i f fe ren t ia lgJ .e i chungen  1 .  Ord -
nung

I J

\  " ^ t  
Q O



A ' . = A - ? r . A l - = - A . g t
i  2  ' " ' 2  -  

1 '

m i 1  d e n  A n f  a n p ' s w e r l e l l :

A l ( 0 )  =  s i n q o ,  A r ( 0 )  =  c o s p ' .

D a  A i  u n d  A 2  d e f i n r t r o n s g e n t d B  n o r n r r e r t  s j . n d ,  l a u -
t e n  d i e  n o r m i e r t e n  D i f f e r e r - r t r a J . g l e r c h u n g e n

( A . ) '  =  - - \ ^  q '  q ' ,  ( A , ) '  =  -  A .  Q '  Q '  ( a l
t z m - : t n r -

I n  B i l d  3  s i n d  d i e  R e c h e n s c h a l t u n g  s o w i e  d a s  S y m -
b o l  d i e s e s  s p e z i e l l e n  F r r n k t i o n s g e b e f ' 5  d a r g e s t e l l t .
Danach  s rnd  aus  de r  no rn t ie r ten  Ab le i tung  p '  C j .e

B r ] d  3 .  S i n u s - C o s i n u s - F u n k t i o n s s e b e r

Funk t ionen  s ingund  cosp  jewer l s  m i t  be iden  Vor -

z e t c h e n  z u  e r h a L t e n .  A l l e r d i n g s  l s t  I ' m i t  b e i d e n

Vorze ichen  zuzu f r i h ren  und  9 ' -  an  z ie l  Po ten t io -

m e t e r n  e i n z u s t e l l e n .  S e l b s t  u n t e r  V e r z i c h i  a u f

e i n e  g u t e  A u s s t e u e r u n g  d e r  M u l t i p l i z i e r e r  s o l l t e
m t9 *  n i c h t  d u r c h  e i n  P o r e n t i o m e t e r  v o r  d i e s e m

F u n k t j . o n s g e b e r e l e m e n t  v e r w i r k l i c h t  w e r d e n "  D a s
Po ten t iomete r  wr i rde  auss teuerungsabhdng ig  be -
l a s t e t ,  d a  d i e  N l u l t i p l i z i e r e r  e i n e  n i c h t l i n e a r e L a s t

da rs te l l en ,  und  man  mu l3 te  es  desha lb  m i t  e inem

zus i i t z l i chen  \ re rs td rke r  vom Erngang  des  Funk -
t i onsgebers  ab t rennen"  Sch l i e8 l i ch  mr - i ssen  noch

d ie  An fangswer te  s in@6 und  cas@g e i .ngegeben  wer -

den ,  we i l  es  s i ch  h ie r  um e in  n i ch t l i nea res  In te -
g r ie re lemen t  hande l t ,  was  auch  i .m  Symbo l  zum
A u s d r u c k  k o m m t .

M i t  de r  en tu ' i cke l ten  Funk t ionsgeberscha l tung  so1L

;e tz t  e ine  no rm ie r te  Rechenscha l tung  f r i r  e in  r i be r -
s c h w i n g e n d e s  P e n d e l  a b g e l e i t e t  w e r d e n .  W e n n  d i e
P e n d e l m a s s e  d i e  h o c h s t e  L a g e  g e r a d e  c i u r c h l a u f e n
kann ,  e rg ib t  s i ch  f i i r  d re  max ima le  Winke lgeschwrn -
d i g k e i t  n a c h  G L e i c h u n g  ( 3 )  d e r  W e r t  9 ' -  =  2 . . W i r
w o l l e n  d a s  P e n d e l  h i s  z r r m  d o n n e l t e n  W b r t  P L  =  4
u n t e r s u c h e n .  A u s  d e m  v o n  - c o  b i s  + c o  r e i c h e n d e n

@ - B e r e i c h  l a s s e n  w i r  - 2 x 7 < A  <  +  2 I t  ( 9 m  =  Z n )  z u ,

d .  f . .  z w e i  U m l d u f  e  d e s  P e n d e l s .

A u s  G l e i c h u n g  ( 4 )  e r h a L t e n w r r  m j . t

?,'., = 2rrund 
"i.,' 

= n

d r e  M a s c h i n e n g l e l c h u n q

( 3 ' ) '  *  -  c , 2 i t  s i n  { Z t t v )  ( 6 )

m  i t  d  e r .  { n f a n g s w e i  T e n

Q'^  q l

e'(r,) = =#_, 9,,,, = ,9
iir. .nt

w ' o l l e n  w i r  p o s i t i v e  u n d  n e , J a t i v e  A n f a i - ' g s w e r t e  e j n -

s t e l l e n  k o n n e n ,  s o  e r g r b t : i c i r  d i e  R e c h r e n s c h a l t u n g

i n  B i l d  4 ,  i n  d e r  f r i r  d i e  A n f a n g s w e r t e  p o t e n t i o m e -

te r  m i t  zwe i  E ingd .ngen  vo rgesehen  S i i r t j .

D e r  z w e i t e  I n t e g r i e r e r  f u r  g  i s t  d e m n a c h  n u r  n o c h
n o t w e n d i g ,  w e n n  I  s e l b s t  v o n  I n t e r e s s e  i s t .  I m  a l l -
geme i .nen  w i rd  man  zu r  Dars te l l _ rng  de r  Schw ingung
d r e  i n  k a r t e s i s c h e n  K o o r d i n a t e n  ( B i l c l  1 )  v e r w e n d e n .
E s  s r n d  d a z u

Y  =  - 1  c o s 9 u n d  X  =  l  s i r - r p

a u f  e i n  R e g i s t r i e r g e r d t  z u  g e b e n .  B e i d e  R e c h e n -
g r o B e n  s i n d  f r i r  e i n e  E i n h e i t s l d n g e  ( 1  =  1 )  d e r
Scha l tung  zu  en tnehmen.

-,t/n 90

An  de r  Masch ine  bes t : i t i g t  man  le i ch t ,  da lJ
f t-ir

@ ( 0 ) =  0 , 5 ,  p ' ( 0 ) =  0  u n d  c o s p '  =  - 1 ,  s i n p ,  =  6

oder f r i r

P ( 0 )  =  0 ,  1 P ' ( 0 )  =  0 , 5  c o s p g  =  *  1 ,  s i n q  =  0

gerade  de r  obere  Umkehrpunk t  e r re i ch t
w i rd .  D ie  Scha l tung  en tsp r i ch t  de r  ge -
w i insch ten  Normie rung .

W i r d  i m  l e t z t e n  F a 1 l  p ' ( 0 )  >  0 , 5  g e s e t z t ,
so  w i rd  das  Pende l  t i be rschw ingen  und ,
da es ungedAmpft  angenommen wurde,
for twdJrrend in g le icher Richtung umlau-
fen .

Das  Phasend iag ramm der  Schw ingungen  i s t  f r i r  ve r -
s c h i e d e n e  A n f  a n g s w e r t e  i n  B i l d  5  w i e d e r g e g e b e n .
D a s  h i n -  u n d  h e r s c h w i n g e n d e  P e n d e l  h a t  g e s c h l o s -

90

0

sh ̂  ̂:tr
4=u:"'

- 9(o) g+g ' (0 )

qn=?7r th=4

(y')'=-o,essin (?rr e)

Bi ld  4 .  Rechenscha l tung  des  t i be rschw ingenden
P e n d e l s

B i i d  5 .  P h a s e r k u r v e n  d e s  m a t h e m a t i s c h e n  P e n d e l s

ob :n :  tn  pos i t i v  e r  q -  R ich tung  r - i be rschu ' i ngend
mi t te :  um (P  =  0 ,2  t r t r ,  -  2  r r  usw.  pende lnd
u n t e n :  i n  n e g a t i v e r  p -  R i c h t u n g  t i b e r s c h w i n g e n d

; CO,' t/6
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s ene Phas enkurven um 0,  +2 t t  -  2. :T.  u s , r .  .  - ) :
rech ts  und  l i nks  l au fenden  WeL ienkur " .  e : '  e :
c h e n  d e r  r e c h t  o d e r  ] i n k s  h e r u r n  i i L - e r s c : : , i
M a s s e .

1 . 2  S c h w i n g e r  m i t  n i c h t l i n e a r e r  D a m - , : ; : : i

D i e  m a t h e m a t i s c h e  A n a l y s e  e i n e s  R u n l - e : L , s z : ^ - a -
t o r s  f i i h r t  z u  e i n e r  D i f f e r e n t t a l g l e r c r . : r . r  r : . - :  r  - : . v n l
n i ch t l i nea ren  Dd .mpfungsg l i ed ,  c ias  e t r - .e  :e -bs . "e r -
r e g u n g  d e r  S c h w i n g u n g  b e w i r k t .  I l i t  g u l e r  l n n a h e -
r u n g  l a 8 t  s i c h  d i e  S p a n n u n g  U  a m  S c h r r ' : n g x r e t s
( L ,  C )  e i n e s  s o l c h e n  O s z i l , l a t o r s  c l u r c h  i u i q e n c i e
G l e i c h u n g  b e s c h r e i b e n  :

L  c  U  -  ( c -  0 t : 2 )  t l  +  u  =  o .

a u n d  p  s i n d  P a r a m e t e r ,  d i e  K o n s t a n t e n  d e r -  R u c k -
k o p p l u n g s s c h a l t u n g  u n d  d e r  R o h r e n c h a r a k t e r r s r r k
en tha l t  en .

f  - . 2  2- h  u n r t  m a n  n a c h  
A  U -  =  x -  e r n e  d i m e n s i o n s l o s e

G r o B e  x  e i n ,  s o w i e  m i t  I  =  # ( E i g e n f r e -
Y J-\-

q u e n z )  e i n e  Z e i t t r a n s f o r m a t i o n  t  =  L t  d u r c h ,

s o  e r h d l t  m a n  m i t  ^  =  - L  d i e  n a c h  v a n  d e r
y l_\_

P o I  benannte Di f ferent ia lg le ichung

x " = a ( 1 - x 2 ) x ' - x  ( ? )

D ieses  Sys tem so l l  f t i r  Wer te  0  5  a  S  2 ,s
un te rsuch t  werden .

Verg le i chen  w i r  d iese  G le i chung  m i t  de r  l i ne -
aren Schwingungsdi f ferent ia lg le ichung, so se-
hen wir  anstel le des Di impfungsfaktors ( -d)
h ie r  +  a (1 -x2 )  s tehen .  F i . i r  k le ine  Amp l i t uden
(x  (  1 )  i s t  somi t  e ine  An fachung  de r  Schw in -
gung  zu  e rwar ten ,  d ie  du rch  scha l tungsbed ing -
te  S to rungen  ge r ings te r  A r t  auch  ohne  An-
fangswer te  ( i g  =  0 ,  x (0 )  =  0 )  e in t re ten  w i rd .
Ft i r  x  (  1 wechsel t  das betrachtete GI ied das
Vorzeichen und wirkt  d i impfend. Dieses ge-
gensinnige Verhal ten wird bei  dern f re ien
Schwinger dazu f i ihren,  da[J er  s ich bei  e iner
best immten Ampl i tude stabi l is ier t .

Die notwendige Abschdtzung der Maximalwerte
ist  jetzt  aus Anfangswerten nicht  mehr mog-
l ich,  da diese f t i r  a )  0 nach wenigen Schwin-
gungen bedeutungslos s ind.  Nur Anfangswerte,
d ie zundchst  grof3ere Ampl i tuden als bei  der
s ta t i ond ren  Schw ingung  e rzeugen ,  s ind  be i  Be-
ginn der Simulat ion zu berr icksicht igen.

Eine Abschdtzung von xm aus der Bedingung
f i . i r  d ie stat iond.re Schwingung (1-x2) -  0 is t
wegen mangelnder Kenntnis der Kurvenform
nur  g rob  mog l i ch .  E ine r  Versuchsscha l tung
wird ]e icht  zu entnehmen sein,  dafJ f r i r  a l le
a gi l t :

m
Auch fi. ir xfo kann zund.chst nur ein Wert - Xm
abgeschdtzt  werden, da f i . i r  k le ine a die Eigen-
frequenz gle ich 1 is t .  Fr i r  gro8ere a,  d.h.  f i . i r
g roBere  Verze r rungen  de r  zundchs t  s inus fo r -
migen Losung, is t  s icher x i - ,  I  x* .  Auch hier
ze ig t  e rs t  d ie  Versuchs rechnung ,  da8  im  zu
betrachtenden Bereich f t i r  a g i l t

x '  = $
m

* . ; r  , ' . l ^ -  n  ' . P - ^ - ^ . -n l 1 r  Q e n  A n l a n g s w e r l e n

I ' (o )  =  r , ' . / "1_ ,  x (o )  =  x^ lx
U '  n r ' -  U '  r n

D i e
d i e

I I r i x = x x  u n d x ' = x ' x '
n ) m

G i e i c h u n g  ( ? )

("')'. = "(t -i

.tvla.

: i c h

I

" { o\
Rec
g a f  r

r l i z i
k e r
mm

'(0)=0,7

B i ld  7 .  Losungskurven  x
riber x frir drEi.
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erha l ten  w i r  aus

ergeben  sch l i e l l l i ch

x ' -  0 , 4

xr=t xfi= s

( x' )'= 4 a ( o,zs - ( x | 2 
) x'-ert x

( B )

x  .  ( e )
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D iff er enti a1g1 eic hu ng

- 2

( r )  und  Phasenkurven  x '
P a r a m e t e r  a
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d a s  d a s  n i c h t l i n e a r e  V e r h a l . t e n  d e s  S c h w i n g e r s  b e -
s T i m m t  e r r e i c h t  f L i r  a  =  2 . i  p e r a d e  d e n  M a x i m a l -
w e r t  1 .  U m  e i n e n  d e f i n i e r t e n  B e g i n n  d e r  S c h w i n -
g u n g  z u  e r r e i c h e n ,  w e r d e n  f u r  d : e  U n t e r s u c h u n g e n
A n f a n g s w e r t e  I ' ( 0 )  

=  0 , 1  u n d  x ( 0 )  =  0 ,  1  a n g e n o m -
m e n .

I n  B i l d  7  s i n d  L o s u n g s k u r v e n  x ( r )  u n d  P h a s e n k u r v e n
x '  ( x )  f r . . i r  ve rsch ied  ene  a  au f  gez  e i chne t .

M i t  w a c h s e n d e m  a  s t e l l t  s i c h  d r e  S c h w i n g u n g  m i t
k o n s t a n t e r  A m p l i t u d e  s c h n e l l e r  e i n ,  g l e i c h z e i t i g
nehmen d ie  Per iode  de r  Schw ingung- t i hd  d ie  n i ch t -
1 : .neare  Kurven fo rm zu ,  was  besonders  e ind rucks -
vo l l  aus  den  Phasenkurven  e rs i ch t l i ch  i s t .  Sch l i e l ' J -
l i c h  w r r d  b e i  a  =  2 , 5  p r a k t l s c h  d e r  E i n h e i t s b e r e i c h
ausgenu tz t  und  dami t  d ie  r i ch t i ge  Annahme der
Max ima lwer te  bes t : i t i s t .

1 . 3  B i s t a b i L e r  S c h w i n g e r

A is  Be isp ie l  f i i r  e inen  Schw inger  m i t  n i ch t l i nea ren
e las t j . schen  E igenscha f ten  so11  e in  Sys tem mi t  zwe i
s t a b l l e n  L a g e n  b e t r a c h t e t  w e r d e n ,  d a s  e i n e r  p e r i -
od ischen  S to rung

" "  
=  * "_  s ina r t

un te rwor f  en  i s t .  D ie  D i f fe ren t ia lg le i chung  des
S y s t e m s  l a u t e t

j i  =  - d i  +  ( a  -  * 2 ) . *  
" - 2  

* x ^  s '  ( t o )
S

Verg le i chen  w i r  m i . t  de r  l - i nea ren  Schw ingungs-
g le i chung ,  sq  i s t  das  G l iec i  de r  r i i cks te l l enden  Fe-
d e r k r a f t  ( - r d " )  j e t z t  +  ( a  -  x 2 )  *  s - 2 .

F r . i r  k le ine  x  ( x (  fA )  heg t  demnach  e ine  vom Zen-
t rum x  =  0  weg t re ibende  Kra f t  vo r .  D i .e  G le i chge-
w ich ts lagen  des  Sys tems  e rgeben  s i ch  aus  (a -x2 ;  =  g
t l l

Mi t  den  Sys temkons tan ten  e rhd l t  man  aus  G le i chung
(  1 0 )

f  =  -  0 , 2  i +  ( 0 , 1  -  
" 2 ) ,  

- 2  
* + 0 ,  1  s - 2  s i n a , t

D ie  Normie rung  e r fo lg t  m i t

T =  L t  ( l =  t " - 1 ) ,  x  =  I .  1 ,  X ,  -  x , .  0 , 5

und  f i i h r t  zu r  Masch ineng le i chung

( * ' ) '  =  -  0 , 2  r '  +  z ( 0 , 1  -  ( x ) ' ) o *  0 , 2  s i n  $ r  ( 1 3 )
\  -  t -  L

. ( t
,) /// =- b

0,e
x.=7 xrv=45

Bi ld  B .  Rechenscha l tung  des  b i s tab i l en  Schw ingers

B iLd  9 .  Das  e las t i sche  G l ied  des  b i s tab i l en  Schw ingers

[u^

0

* ! , 2  =  r / ; t  r  r /

Die Eigenfrequenz t r lg f r i r  Schwingungen um die
Ruhe lagen  be rechnen  w i r  aus  de r  Ab le i tung  des
eLas t i schen  G l ieds ,  d ie  de r  Federkons tan ten  be i
de r  l i nea ren  D i f fe ren t ia lg le i chung  en tsp r i ch t .  W i r

erhalten yF("- 
"tt 

= und  f t i r  x  =  -  Va

= il2"-"- 
1

a) ( r2)

Nach  d iesen  a l l geme inen  Be t rach tungen
e in  so lches  Sys tem mi t  den  Kons tan ten

d =  o , z  
" - 1 ,  

a  =  0 , 1

u n t e r s u c h t  w e r d e n .
aJ

C l e i c h u n g  ( 1 2 )  e r l a u b t  e s ,
ei .ne Eigenfrequenz von
e twa  0 ,5  s -1  

" . r " rgeben ,und mit i- = r,tgx- (frir
c i ie l ineare Di . f ferent ia l -
g le ichung gr i l t ig)  e ine Be-
z iehung  i r . ,  =  0 ,5  s - l  x r .
abzusch : i t zen .  E ine  Ver -
suchs rechnung  w i rd  l e t z  -

te res  bes td . t i gen  und
g l e i c h z e i t i g  z e i g e n ,  d a B
e ine  S to ramp l i t ude  von
Xsm =  0 ,1  e twa  e in  x -  =  i .
e rz  eug t .

B i l d  11 .  Phasenkurven  des  b i s tab i l en  Schw ingers

un te rha lb  de r  Resonanz ,  b )  i n  de r  Ndhe  de r  Resonanz
c )  oberha lb  de r  Resonanz

so11 nun

x t

a )

n 2

- l n 1 - Y A l
l v r '  ^  /

il,o,**-
Bis tab i l e r  Schw inger  m i t  pe r iod ischer
S to rung  un te rha lb  de r  E igen f requenz

l b



Die  Rechenscha l tung  i s t  im  B i ld  8  w iedergege !e : r '

D ie  no twend ige  S to r funk t ion  w i rd  nach  de r  Scha i -

tung  im  B i ld  16  (  Te i l  I  )  e rzeug t .  Der  Rechnung

k a n n  n u n  d i e  d a s  e l a s t i s c h e  G t i e d  c h a r a k i e r : s i e r e n -

de  kub ische  Parabe l  m i t  den  be iden  s tab i i en  Lagen

en tnommen werden  (B i l d  9 ) .  B i l d  10  ze i ' g t  das  : r ' -

p i sche  E inschw ingen  in  d ie  s tab i l en  Lagen .  Der

W e c h s e l  w i r d  d u r c h  d i e  h i e r  s e h r  n r e d e r f  r e q u e n t e

S to rung  ve ru rsach t .  Der  E in f l u fS  de r  S to r f requenz

i s t  a u s  d e n  P h a s e n b i l d e r n  ( B i i d  1 1 )  z u  e r s e h e n .

M i t  e te igender  F requenz  w i rd  de r  Wechse l  zw lschen

den Stabi l i tdtspunkten schnel ler ;  in der Resonanz

geht d ie Schwingung r iber beide Lagen hrnu. 'eg und

pende l t  sch l i e f J l i ch  oberha lb  de r  Resonanz f requenz

nur  noch  um e ine  Lage .  B i td  12  ze ig t  l e t z t1 rch  noch

die Phasenlage zur Storschwingung.

B i ld  12 .  B is tab i l e  Schw ingung  in  Abh5ng igke i t  von

der  S to rg ro l3e

2 .  l | l l e h r l d u f i g e  S c h w i n g e r

Bes teh t  e in  schw ingungs fdh iges  Sys tem aus  n  i n

e ine r  R ich tung  gegene inander  beweg l i chen  Te i l -

s y s t e m e n  ( 2 . 8 .  M a s s e n )  u n d  h a t  e s  s o m i t  n  F r e i -

he i t sg rade ,  so  f t i h r t  d ie  ma themat i sche  Beschre i -

bung auf  n Di f ferent ia lg le ichungen 2.  Ordnung.

Sind die e inzelnen Di f ferent ia lg le ichungen l inear

( l i nea re  Sys teme) ,  kann  das  Superpos i t i onsprLnz ip

zu r  Losung  angewende t  werden .  Auch  d ie  Me thoden

der l inearen Regelungstheor ie f i ihren schnel l  zum

ZieI .  Bei  genauerer Analyse praxisnaher Systeme

stol3t  man aber meist  auf  n icht l ineare Di f ferent ia l -

g le i chungssys teme,  be i  de ren  Losung  de r  Ana log -

rechner ,  w ie  schon  im  vo rangegangenen  Abschn i t t ,

e in  angemesSenes  Arbe i t s fe ld  f i nde t .

2 .7  Zwe i -Massen-Sys tem mi t  n i ch t l i nea rem

DSmpfe r

Das  in  B i l d  13  da rges te l l t e  Sys tem aus  zwe i  federnd

ge lager ten  Massen  f i nde t  p rak t i sch  be i  a l l en  Fahr -

zeugen  se ine  techn ische  Rea l i s ie rung .  Jede  Achse

m?

I

t_

lI7 7

c1

I
l 9

- _ J  L L

2

I

__ l  7n

B i l d  1 3 .

e i n e s  F a h r z e u g s ,  a u f  d e s s e n  R A d e r  g l e i c h z e i t i g

e i n e  S c h w i n g u n g s a n r e g u n g  d u r c h  z 6  w i r k t  ( 2 . 8 .

S c h i e n e n s t 6 8 e ) ,  s o  d a 8  s i c h  R a d  u n d  R a h m e n  s e n k -

r e c h t  v e r s c h i e b e n ,  k a n n  d u r c h  d i e s e s  e b e n e  E r -
s a i z m o d e l l  n a c h g e b i l d e t  w e r d e n .  B e r  d e r  R a d f e d e -
rung  e ines  Au tomob i l s  w i i rde  den  Sys temkons tan ten
f o l g e n d e s  e n t s p r e c h e n  :

m ,  M a s s e  d e r  R a d a u f h d n g u n g  u n d  R i i d e r

m ,  h a l b e  A u f b a u m a s s e

c -  F e d e r k o n s t a n t e  d e r  R e i f e n
l-

. Z  F e d e r k o n s t a n t e  d e r  A c h s f e d e r u n g

dZ Dd .mpfungskons tan te  de r  S to f i ddmpfe r

W e n n  d i e  K o o r d i . n a t e n  z i  J e w e i i s  a u f  d i e  R u h e l a g e

i h r e r  M a s s e n  m i  a l s  N u l l p u n k t  b e z o g e n  w e r d e n ,  s o

i a u t e n  d i e  B e w e g u n g s g l e i c h u n g e n  d e s  S y s t e m s

* ,  i l  =  -  d r ( L t  -  ) z )  -  c r ( z t  - , z )  -  c r ( z t  - , o j

^z lz  =  -  d r ( i ,  -  i r )  -  c r (2 ,  -  z r )

Sprung f6 rm ige  S to ru r - rgen  z0  =  z1 rn  und  pe r iod ische

Sto rungen  zO =  z1 rn  s ino t  so l l en  das  Sys te rn  e r re -

g e n .

Svs temwer te  f r i r  d ie  Normie -Wi r  wo l len  fo lgende
rung annehmen

L

i l ,  =  4  k P s - / m
, o

- 2  =  5 0  k p s ' / m

c ,  =  3 2  0 0 0  k p / m

. 2 =  8 0 0 0  t p / m

z ^  =  0 , 0 2  m
urn

dZ = 100 kps/m f r i r  ( i  
r - i r )<o

=  1o  kps f  m  f i i r  ( 21  -L r )>o

Das  n i ch t l i nea re  Ddmpfungsg l ied  t rd .g t  dem Verha l -

ten  e ines  rea len  S toBddmpfe rs  Rechnung ,  de r  be i

entspannender Feder wesent l ich stdrker ddmpft .

E ine  Normie rung  von  d2  en tsp rechend

1  i  f r i r  ( ; 1 - ; ) < 0

d ^ = D 1 0 0 k p s / m  D = { ^  " . .  
7 t 5 )

" 2  -  - ^ r - l ^ "  
l 0 , l  f r i r  ( 2 . , - 2 ) ) 0  \ "

i s t  empfeh lenswer t .

M i t  den  Sys temkons tan ten  e rha l ten  w i r  f o lgende

Gle ic  hungen
- 1  - ,  - )

l .  =  -  2 5 s  
^ O ( 2  

{  
2 r ) - Z O O O s  

' ( z t  
2 2 )  -  8 0 0 0 s  

-  
( z  

r - z O )

i ,  =  -  2 " - 1 D  ( L z - L r ) -  r o o s - 2 1 t r - " r ) ( 1 6 )

F t ih ren  w i r  e ine  Normie rung  des  D i f fe ren t ia lg le i -

c h u n g s s y s t e m s  d u r c h .

F r i r  d i e  E i g e n f r e q u e n z  d e s  1 .  T e i l s y s t e m s
,01 = ytbT0--T-E60d s-  1 = 100 s-1 erhal ten wir  den

g r o 8 e r e n  W e r t  u n d  s e t z e n  d e s h a l b

t  =  ) " t ,  m i t  I  =  1 0 0  s - l

u m  d i e  Z e i t n o r m t e r u n g  d u r c h z u f r i h r e n .

F r . i r  d ie  Max ima lwer te  i s t  zu  be r r . i cks i ch t igen ,  da13

d i e  h o h e r e n  A m p l i t u d e n  b e i  p e r i o d i s c h e r  S t o r u n g

a u f t r e t e n ,  " 5 6 ' d a n  w i r  n a c h  f o l g e n d e n  F o r m e l n  a b -

sc  hd tz  e  n

( 1 7 )
C2

t o- a A o

M a s s e n -  S y s t e m u A

= -
A

Z w e t -
z ^  )  = r ^ ,  .  ( 1 8 )

U I T ) r n U M

( 1 6 )  e n t n e h m e n  w i r  d i e  n o t w e n d i g e n

r r n d  d :  u r l d  e r r e c h n e n
I  

* . , "

z
m

n , , ^  r - l ^ ; ^ l - , , - -
n u D  u r g l L r r u r 1 6

Werte f r - i r  cogi

1 n
L I



' 0 1
' r* = T,

1

L r , r n =  r 0 1 t *  =  4 0 0  s - ' z o -  b z w .  , t I ^ =  n  , ' r n

und  f r i r  das  zwe i te  Te i l sys tem

z ^  = 6 2 ^
zrn urn

1

i r rn  =  ?o  s  

"o -  

' ' z rn *  o '7  zo rn  '

Es is t  nun zund.chst  n icht  s innvol I ,  geJrau mit  den so

gesch i i t z ten  Max ima lwer ten  zu  no rm ie ren .  Es  w t i rde

zu  v i .e len  un te rsch ied l i chen  Fak to ren  f r i h ren  und  en t -
sp rechend  v ie le  Po ten t iomete r  i n  de r  Scha l tung  ve r -
l angen .  AuBerdem kann  d ie  Wi rkung  des  n i ch t l j . nea -

r e n  G l i e d s ,  d a s  d i e s e  F a k t o r e n  b e e i n f L u 8 t ,  n o c h
n ich t  r i be rsehen  werden .  Sch l i e l3 l i ch  konnen  Ande-
rungen  de r  Max ima lwer te  von  e inze lnen  Var iab len
auch  noch  in  de r  Scha l tung  vo rgenommen werden ,
rvas hd.uf ig schnel ler  zur opt imalen Losung f t ihr t .
W i r  wo l }en  da rau f  noch  zun ickkommen.

B is  au f  z ' r ^  I i egen  a l l . e  Abschd , t zungs fak to ren  inder
\d .he  von  6 .  Um mog l i chs t  v ie le  g le i che  Max ima l -
\4 'e r te  zu  e rha l ten ,  so l l t e  desha lb  gewdh l t  werden :

t i o  =  t ' r r - , ,  =  t 2 ^  =  Q  t o . . r '  t ' 2 ^  =  0 ' 1  Q  z O m  ( 1 9 )

m i t c = 6 .

H : e r n ' r r t  e r g e b e n  s i c h  a u s  G l e i c h u n g  ( 1 6 )  d u r c h  M u l -
1 1

t iphka t ion  m i t  j ;  d ie  no rm ie r ten  G le i chungen-  
I "  " r rn

( r ' r ) ' =  - 0 , 2 5 D  ( t ' l - 0  r  z )  -  0 , 2 ( z r " r ) - 0 , 8 ( 2 ,

( 2 '  =  -  0 , 0 2 D  ( z L -  t o  r ' 7 )  -  o , 1 6 ( z r -  
" t )  .

Um d ie  K lammerausdr i i cke ,  d ie  j a  von  e inem Re-
chene lement  geb i l de t  werden  mr i ssen ,  i n  be iden

Gle ichungen  anzug le i chen ,  fo rmen  w l r  noch  w ie
folgt  um

( t ) '  =  -  0 ,z |D(z l -o , I z ' r )  -  0 ,2 (z r -1 )  -  0 ,8  (1  
i " l

( z ' r 1 ' = - 0 , 2 D ( z ' r - o , t z ) )  - 0 , 1 6 ( z r - z r ) .  ( 2 0 )

D i e  a u f  n o r m i e r t e  G r o 6 e n  u m g e s c h r i e b e n e  B e -
z iehung  f r - i r  D ,  s iehe  G le i chung  (15 ) , l au te t  sch l i eB-
l i  ch

1 t  t " i
t "

D  = \  l u r

I  o ,  I  ( . ' 1

B e i m  A u f s t e l l e n  d e r  R e c h e n s c h a l t u n g  i n  B l 1 d  1 4  a u s
d e n  b e i d e n  l e t z t e n  G l e i c h u n g e n  b e w d . h r t  e s  s i c h ,
z u n a c h s t  r l i e  b e i d e n  I n t e g r i e r e r k e t t e n  u n t e r  B e -

r r . i c k s . c h t ; . g u n g  d e r  F a k t o r e n  V :  z u  b i l d e n .  D i e
m

\ - a r i a b l e n  z g ,  z 1  u n d  z 2  s i n d  n r r t  a l t e r n i e r e n d e n
\ -u rz  e .chen  gewat r l t ,  r lE  ohne  u 'e i te re  Vers tA rke r
c l  l e  a u : t r e t e n C e n  D i i f e r e n z e n a u s d r u c k e  z u  e r h a l t e n .

E  r n e  s p e z :  e , i e  . S c  h a i l u n g  f  u r  d a s  n i c h t l i n e a r e
D a r : , p : u r . i s * . - e d  D  ( _ j  -  0 , '  = ' 2 )  r . s t  m i t  L b e r r r a -
g u n g s k e n n i ^ n - c t :  r n  B i j d  i 5  g e z e r g t ,  B e j .  p o s i t j . v e r
o d e r  n e g a t : i ' e r  - { u s s t e u e r u n g  d e s  e r s t e n  V e r s t d . r -
k e r s  u ' i r d  t e u ' e r i s  e i n e  d e r  D r o d  e n  l e i t e n d  u n d  b i l -

1

I U U  S
z = q = J z" 0 m  - 1  - 0 m  ^  - 0 m

2 5  s

d e r  e : n e n  R u c k f r i h r u n g s z w e i g  m i t  W e i - t i g k e i t  1  o d e r
0 ,  1 .  Der  \ach fo lgevers td . r ke r  add ie rLd le  pos i t i ven
und  nega t r r -en  Bere j . che  de r  Kenn l in ie  und  be r i l ck -
s i c h r i g r  C u r c h  d i e  A r t  d e r  A n k o p p l u n g  d i e  S c h l e u -
s e n s p a n n u n g  d e r  D i o d e n .  M i t  d e r a r t i g e n  B e s c h a l -
t u n g e n  e i n e s  o f f e n e n  V e r s t d . r k e r s  l a s s e n  s i c h  v i e l e

- (-Z"l

Bild 14 .  Rechenscha l tung  des  Zwe i -Mass  en -  Sys tems

n rzj-atj)

-r,r4),
t_- ( z;- 0,7 z2 )

B i l d  15 .  N ich t l i nea re r  D i imp le r '

n i ch t l i nea re  G l ieder  nachb i lden ,  i nsbesondere
Funk t ionen  g ro8er  S te i l he i t ,  f i - i r  d ie  e in  Funk t ions -
geber  b i she r ige r  A r t  unzure ichend  i s t .

D ie  fo lgenden  B i lde r  ze igen  e inLge  charak te r i s t i -
sche  D iag ramme des  zwe i lSu f igen  Schw ingers .  Der
Antwort  auf  e ine Spannungsfunkt ion zO = z1rn

4,2

T

B i i d  1 6 .  U b e r g a n g s f u n k t i o n  d e s

Z w  e t -  M a s s  e n -  S c h w i n g e  r s

a )  m i t  n i c h t l j n e a r e m  D a m p f e r

r - \  r *  j t  d 6 c ^ h , , , i n j i o k e i l  q n r o n 1 1 r t i o n a l e r n  f ) 5 i m n f c ru , /  r r r r (  5 q ) r  l r w t i r u

( U b e r g a n g s f u n k t i o n e n  i n  B i l d  1 6 )  f L i r  d e n  n i c h t l i n e -
a ren  DAmpfe r  und  f r i r  e inen  D i imp fe r  m i t  D  =  1  i s t
zu  en tnehmen,  daB zwar  im  n i ch t l i nea ren  F  a l1  d ie

O
47

1
I

q : g

n ?

zj

-  o , r  z ; )  < o

-  0 , 1  z L l  > o
(21)

.Ko
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S c h w i n g z e i t  d e r  M a s s e  m e  l d n g e r  t s t  ( g e t ' i n q e r e

Gesamtddmpfung)  ,  da f t i r  abe r  de r  p r rmd . r -e  S toB  zu

e i n e r  g e r i n g e r e n  A m p l i t u d e  f u h r l .

N I i t  e ine r  pe r iod ischen  S td ru  ng  z0  =  Z0m . , .n  
f r t ,

r l a q q o n  F - r p n '  o n r  
0 )

u s D r E r r  r  r  s L { q  - , , .  I  v o t t  0 , 1  b i s  1 , 5  t n  r  =  3 0 0  i , - e r -

d n d e r t  w i r d ,  e r g e b e n  s i c h  d i e  F r e q u e n z g a n g e  d e r

I \ { a s s e n  m 1  u n d  m 2  i n  B i i d  1 7 .  S r e  l a s s e n  d i e  R e s o -
n a n z s t e l l e n  d e s  S y s t e m s  e r k e n n e n .

0,5

7t 7

- n  5

k

0,5
n 7

B i l d  1 7 .  F r e q u e n z g a n g  d e s  Z w e i - M a s s e n - S y s t e m s

a)  f r i r  Masse  m, b)  f r i r  Mass"  ^z

Der  E inschw ingvorgang  be i  d iesen  Resonanz f re -
quenzen  i s t  i n  den  Phasend iag rammen (B i l d  1B)  be i -
d e r  M a s s e n  g e z e i g t .  H i e r n a c h  i s t  d i e  A b s c h d t z u n g
von  z7m und  z '2 rn  rech t  gu t  gewesen .  216  und  z ! -
hd t ten  e twa  2 f  3  k le ine r  gewdh l t  werden  konnen .

to r  c  und  a l . l e  vom Ausgang  abgenommenen  Wer te

mi t  1  f  c  zu  mu l t i p l i z ie ren .  Der  neue .  Wer t  f r - i r  z r r t

i s t  nun

z  ( n e u )  = L t  ( a l t )  .
m c m

Dera r t i ge  Scha l tungskor rek tu ren  werden  hdu f ig  fu r

u m f a n g r e i c h e  S y s t e m e ,  i n s b e s o n d e r e  b e i  s e h r
n i c h t l i n e a r e n  G l i e d e r n  e r f o r d e r l i c h  s e i n .  E i n e  s p e -

z i e l l e  D u r c h f r i h r u n g  a n  d i e s e m  B e i s p i e l  s e i  d e m
L e s e r  i i b e r l a s s e n .

3 .  S c h w i n g u n g e n  k o n t i n u i e r l i c h e r
S y s t e m e

S c h w i n g u n g s s y s t e m e  m i t  e n d L i c h  v j . e l e n  F r e i h e i t s -
g raden  s ind  du rch  e in  Sys tem gewohn l i che r  D i f fe -
r e n t i a l g l e i c h u n g e n  z u  b e s c h r e i b e n .  S y s t e m e  m r t
unend l i ch  v ie len  F re ihe i t sg raden  (kon t inu ie r l i che

S y s t e m e )  h a b e n  a b e r  m i n d e s t e n s  z w e i  u n a b h 6 n g i g e
V a r i a b l e ,  z .  B .  e i n e  O r t s k o o r d i n a t e  u n d  d i e  Z e i t ,
und  f r i h ren  so  au f  pa r t i e l l e  D i f fe ren t ia lg le i chungen .
D a  d e r  A n a l o g r e c h n e r  n u r  e i n e  e i n z i g e  u n a b h d n g i g e
V a r i a b l e  ( z )  b e s i t z t ,  i s t  e i n e  u n m i t t e l b a r e  N a c h b i l -
dung  kon t inu ie r l i che r  Sys teme n ich t  mog l i ch .

Au f  fo lgenden  be iden  Umwegen  ge l i ng t  es  i n  v ie len
F d l l e n ,  t r o t z d e m  e i n e  L o s u n g  z u  f i n d e n .

a )  D ie  Losungs funk t ion  mancher  Sys teme ld8 t  s i ch
a ls  P roduk t  von  Funk t ionen  jewe i l s  e ine r  Var i -
ab len  ausdr t i cken ,  z .B .  Or ts funk t ion  .  Ze i t f unk -
t i o n .  D u r c h @ i s t  d a s
Sys tem dann  au f  gewohn l i che  D i f fe ren t ia lg le i -
chungen mit  Randbedingungen zur i ickzufr ihren.
E s  e n t s t e h " r  

" o @ ,  
d i e  m i t A n a -

log rechnern  zu  behande ln  s ind .  D ieses  S  e  p  a  -

r  a t  i  o n  s  v  e  r  f  a h r  e n  s c h e i t e r t  a 1 l e r -
d ings  be i  n i ch t l i nea ren  Sys temen.

b) Von den unabhdngigen Var iablen setzt
man  e ine  -  me is t  d ie  Ze i t  -  de r  Ma-
schinenvar iablen gle ich.  Fi i r  d ie i . ibr i -
gen Var iablen betrachtet  man die Lo-
sungsfunkt ion nur an festgesetzten,
diskreten Stel len.  Die part ie l len A-h-
leitungqnJrach den sq quantisieljg&Ja-

r iablen werden durch Di t lgten-en?rq=

.irsnten,ilge.rlFherf (D i f f e r e n z e n -

v e r f a h r e n ) .  A n  j e d e r  d e r  b e t r a c h t e -
ten Stel len kann nun die Zei t funkt ion a1s
Losung einer gewohnl ichen Di f ferent ia l -
g le ichung erhal ten werden. Die part ie l le
Di f ferent ia lg le ichung lost  s ich so in e in
System von gewohnl ichen Di f ferent ia l -
g le ichungen auf .  Dieses Verfahren is t
auch f r i r  n icht l ineare kont inuier l iche
Schwinger anwendbar und nur durch die
Zah I  de r  Rechene lemente  des  ve rwen-
de ten  Ana log rechners  begrenz t ,  de r  nun
a l le  "Te i l sys temen g le i chze i t i g  l osen

.,j 'fru8.

3 . 1  S c h w i n g u n g e n  e i n e s  v o r s p r i n g e n d e n  T r A g e r s

A n  d e m  i n  B i l d  1 9  g e z e i g t e n  T r d g e r  d e r  L d n g e  L
s  o l l en  V ib ra t i onsun te rsuc  hunge  n  in  z  -  R ich tung
durchge f i i h r t  werden .  D ie  Bewegungsg le i chung  lau -
te t  f r i r  k le ine  Aus lenkungen  w j .e  fo lg t :

a) z;

n
(// ( N
\

'/'

Bi ld  18 .  Phasend iag ramme des  Zwe i -Massen-Sys tems

a)  f r i r  Masse  m1,  b )  f i i r  Masse  m,

B i fd  19 .  Au f te i l ung  e ines  T rdgers  i n  5  Segmente

Anderungen  de r  Max ima lwer te  s ind  auch  ohne  e r -
neu tes  Au fs te l l en  de r  Masch ineng le i . chungen  in  de r
Scha l tung  mog l i ch .  So l l  z .B .  e ine  Gro l3e  z  am Aus-
gang  e ines  In teg r ie re rs  um den  Fak to r  c  ve rbes -
s e r t  w e r d e n ,  s o  s i n d  a l . l e  E i n g a n g s w e r t e  d e s  I n t e -
g r ie re rs ,  d .  h .  a l l e  Po ten t iomete r .  m i t  dem Fak-

1 9



Die  Ze i t  t  und  d ie  LSngenkoord ina te  x  ( von  de r  E in -
spanns te l l e  des  T r5gers  aus  ge rechne t )  s ind  d ie
be iden  unabhAngrgen  Var iab len  des  Sys tems .  Das
B iegemoment  M i s t  du rch  e in  x -abh i i ng iges  F ld -
chen t rdgher tsmoment  J (x )  gekennze ichne t ,  das  s i ch
aus  de r  ve r j r i ngenden  Form des  T rdgers  e rg ib t .
E  i s t  de r  E las t i z i t i t smodu l .  Sch l i e l3 l i ch  i s t  du rch
e ine  va r iab le  F ldchen las t  q (x )  (Massq  je  Ld .nge)  d ie
Massenverte i lung im Trdger bert igHi ichf i .gt .

Zur Losung der part ie l len Di f ferent ia lg l .e ichung
s ind  Randwer te  (o r t l i ch )  und  An fangsbed ingungen
(ze i t l i ch )  e r fo rde r l i ch .  Wenn  ke ine  Momente  und

ke j .ne  Scherk r i i f t e  
d ;  

vo r l i egen ,  l au ten  d ie  Rand-

u 'e r te  an  de r  E inspanns te l l e  ( x  =  0 )  und  am TrAger -
e n d e  ( x  =  L )

w = Qo x
ary(t) - o

d x

A M
I l l  .  =  ^  '  I  

i ' = - q l
r  

u u n d ; ; = U f r i r -  _ 2

mit  M- = 0 zu er f t i l len.

Bez iehen  w i r  sch l i e t J l i ch  d ie  Koord ina ten  z i  au f  d ie
Ruhe lage  des  T rd .ge rs ,  so  fo lg t  aus  den  An langsbe_
d ingungen  m i t  f ( t=O)  =  g

d z .  ( t  =  0 )
z . ( t = o )  = o , i d t - =

Nehmen wir  f r i r  d ie Rechnung foLgende
an

a z n n .  , , 0 2 ,- - t + q ( x / - =
t s
o x  d t

u " l
, l

O x ' l x  = ;

,
o m i t M = E J $ ) t 3 ,

I
E x -

x = 0 :  z ( t )  = 0 ,

x  =  L :  N { ( t )  =  0 ,

(22)

(2  3 )

/ ?  q \

Di f f  e  -

t 2 6 \

ab x = 2m gleichm5fJig auf

. ^ 3 .  ,  3
) / 3 ' ] U  l ( p / c m

F ldchen t rdghe i t smoment  J  =  4000  c -4 ,  n immt
von x = 2rn mit  H3 auf  500 cm4 ab.

Fl5chenlast  q = 200 kg/m, n immt von x -  2 r r t
l i nea r  b i s  100  kg /m ab .

T r d g e r l . d n g e L = 5 m

Trd.gerhohe H, n immt
H l z  a b

E las t i z i t d t smodu l  E  =

m r t

max= -

0 .

Systemwerte

f f i , , ,  )
I T  1

( 28 )

Dre  An fangsbed ingungen  ( t  =  0 )  e rgeben  s i ch  be i  
H ie rm i t  e r rechnen  s i ch  d ie  Wer te  (nu r  d ie  nacMoI -

e ine r  vo rgegebenen  Aus lenkung  des  T rd .ge rs ,  z= f  ( x ) ,  
g " t td  no twend igen)

Z l J  A

r = 0 .  z ( x )  = f ( x )  u f { * ) = o  
( 2 4 )  

J 1  = 4 0 0 0 c m  q ' 2 = 2 0 0  k g / m

o r  4

Z . u r  L o s u n g  d i e s e s  s c h w i n g u n g s s y s t e m s  n a c h  d e r  
J z  =  4  0 0 0  c m  q 3  =  1 8 3  k g / -

?:fi::i"ffi::x:::J::i"i;:",':J:n::t,: H"i"_ 
J3 = 3 080 cm4 q4 = 150 kg/m

d e r e  u n a b h 5 n g i g e  V a r i a b l e  x  m u 8  d a n n  q u a n t i s i e r t  J 4 =  I ? 8 0  c m 4  e 5  =  1 1 6 , ?  k g / m .
werden ,  was  h j .e r  du rch  Te i l ung  des  T rAgers  i n
5  Segmente  jewe i l s  de r  Ld 'ngeAx  =  L /5  e r re i ch t  F t i h ren  w i r  zun6chs t  fo lgende  Normie rungswer te
w i r d .  E s  w e r d e n  d e m n a c h  n u r  d i e  A u s l e n k u n g e n z l ,  e i n :
2 2 , . . . ,  z 5  d e r  e i n z e l n e n  A b s c h n i t t e  b e t r a c h t e t .  U m  4
d ie  Au fgabe  auch  m i t  k le ine ren  AnaLog" " "h re . "  b " l  

J i  =  J - . *  i i  J - " *  =  4  000  cm '

hande ln  zu  konnen ,  w i rd  au f  e i .ne  fe ine re  Un te r te i -  1  Q7)
I u n g  v e r z j c h t e t .  Q l  =  9 * i ,  '  

l =  Q m i . ,  =  1 0 0  X g l ^

D ie  pa r t i e l , l en  Ab le i tungen  2 .  Ordnung  nach  x  kon-
nen  an  de r  S te l l e  " i "  w ie  fo tg t  i n  D i f fe renzenquo-
t ienten umgewandel t  werden

so erhd. l t  man f r i r  d ie Zahlenwerte von j . ;  und 1;
j - 1

J 1  -  ' 1 ,  =  o ' 5

i 2 =  r  J . ,  =  0 , 5 4 5

i 3  =  0 , 7 7 0  1 n  =  0 , 6 6 7

i 4  =  0 , 4 2 0  1 ,  =  0 , 8 5 5  ,

Mi t  r  =  I  t  und Gle ichung (2?)  fo lg t  aus Gle ichung(26)

f  - ) f  ! f^ i - 1  " ^ i  ^ i + 1

( f  
" )Z

H i e r m i t  s c h r e i b e n  s i c h  d i e  b e i d e n  p a r t i e l L e n
ren t ia lg le i chungen  (2  2 )

t

lvl .
1 -  I

2 M  + M , .
r  1 + 1

( f  
" ) 2

2 z 4 c
1  t + l\ T  -  r  r

t l

r -  I

( 1 " ) 2

i ) a s  E r g e b n t s  t s t  s o r r r i !  e i n  S 1 ' s t e m
c  h e  n  D l  f f e r e n t ' a l { i r : i s 5 r . * . . "

l i  ^ e  f l . a n : \ r ' e r i e ,  G _ r e t - h u n g e r :  ( 2 3 )  ,

7 r ,

z . = ( r  u n d 3 " = 0 f t i r i

s l n c  n d r  n . i :  z -  =  0
I

E J
r r  rnax

z  
'  =  -  1  ( - n ,  J -  2  m- i  ,  .  - i  \  " ' i _ 1  "  ^ " i'  

q ( lx)- l  "- l n l n
* q - 1

. 2
d  z .

1 ^_  =  [ i
,  ' .

d t

)  z  ! - c  \
2 - . . 1

I  1 f 1
i " l  ?  c
t . L ,  e ,

v o n  g e w o h n l i - d i e  G l e i c h u n g  m o g i l c h s t  z u  v e r e i n f a c h e n ,  u . l r c . l
F T

U m

2
L -

4
c- rn  Ax)  

'

r e c h n e t  m a n  I  =

U m  e i n e n  u n m i t t e l b a r e n  V e r g l e i c h  a l l e r  z ;  z u  h a -
b e n ,  s e t z e n  w i r  a i L e  z i -  u n d  z ' i -  g t e i c t r  u i O  k o n n e n
s o  a u f  e i n e  A m p l i t u d e n n o r m i e r u n g  v e r z i c h t e n .

g e s e t z t ,  m i t  d e n  S v s t e m w e r t e n  e r -

1

1 5 0  s - ' .
l= -
2

2t)



S o m i t  l a u t e n  i :  - t '  .

c h u n g e n
J 1

I I

- m  =  r
" - . )  J . )

L L

+ :- ' -  
3  , 3

- m = i
J t

1 5

, 2

( 2

t s i l d  20 .  Rechenscha l tung  des  schw ingenden  T ragers

B i l d  2 1 .  S c h w i n g u n g e n  d e s  T r d g e r s
ber  sp rung fo rm ige r  E r regung

durch  e in  Moment  am Segnment  1  (B i l d  a )
u n d  a m  S e g m e n t  3  ( B i l d  b )

z n  -  7 n )
z . )

( 2 ,  -  2  z .  *  z , )

( - z ^ + 2 2 , - 2 . )
J + J

S i e  s i n d  m i t  a l t e r n i e r e n d e m  V o r z e i c h e n  a u f g e  f r i h r t ,
u m  d i e  R e c h e n s c h a l t u n g  i n  B i t d  2 0  m o g l i c h s t  e r n -
f a c h  b i l d e n  z u  k o n n e n .

A u s  d e r  V i e l z a h l  d e r  U n t e r s u c h u n g e n  a n  e r n l t t r  e o 1 -

c h e n  S y s t e m  s e i  d i e  E r r e g u n g  i l e r  T r d g e r s c l - r w i n -
gung  du rch  e ine  Sprung funk t ron  geze ig t ,  t l i t - '  n r t t
P o t e n t i o m e t e r  d  i n  d e r  S c h a l t u n g ,  z . B .  a u f  r n 1 ,
w i r k s a m  w i r d  u n d  s o  e i n e m  s p r u n g f o r m i g e n  M o -
m e n t  d e m  T r i i g e r s e g m e n t  "  1 "  e n t s p r r c h t .  I n  R r  l t l  2  I
i s t  d ie  Schw ingung  des  T rd .ge rs  du rch  Au fze ichnung
d e r  4  A u s l e n k u n g e n  z Z ,  .  . . , 2 5  w i e d e r g e g e b e n .  W a i h -
r e n d  b e i  E r r e g u n g  a m  1 .  A b s c h n i t t  v o r  a l l e m  d i e
Grundschw ingung  des  T rdgers  angereg t  w i rd ,  l e8 t
e in  Sprungmoment  am 3 .  Segment  be re i t s  c leu t l i che
An te i l e  an  Oberschw ingungen  e rkennen .

Das  Be isp ie l  ze ig t ,  daB e in  kon t inu ie r l i ches  Sys tem
be i  de r  Losung  am Ana log rechner  l e t z t l i ch  du rch
end l i ch  v ie le  E inze lsys teme angendher t  w i rd .  D ie
Zahl  der Segmente best immt die Genauigkei t  der
S imu la t i on .  E ine  bessere  Un te r te i l r rng  in  z .B .  10
Segrnen te  hd t te  e inen  E lementeumfang  von  9  .  3  =  27
Rechenvers td . r ke rn  beno t i  s t .

D i e  G r e n z e n  d e s  A n a l o g r e c h n e r s  s i n d  a h e r  s c h n e l l
e r re i ch t ,  wenn  das  Sys tem au8er  de r  Ze i t  noch
zwei .  unabhdngige Var iable x und y hat .  Der Ele-
men tebedar f  s te ig t  quadra t i sch  m i t  de r  Zah l  de r

Q u a n t i s i e r u n g s s c h r i t t e .  B e i  1 0  .  i 0  =  1 0 0  S t t i t z -
s te l l en  de r  Losungs funk t ion  beno t ig t  man  e twa  300
Rechenvers te rke r ,  so  daB dera r t i ge  Prob leme mi t
anderen  Rechenmethoden  behande l t  werden  so l l t en -
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